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ARTICOLE SI NOTE DE MATEMATICA

Two Identities and their Consequences

Emmanuel Antonio José Garcia !

The Heron’s formula [1,4,7,14,15,17, 18], named after Hero of Alexandria, gives the area of a
triangle when the length of all three sides are known. Indian mathematician and astronomer
Brahmagupta, in the seventh century, gave the analogous formula for a cyclic convex quadrilateral
[6,10]. In 1842 German mathematician Carl Bretschneider related the area of a general convex
quadrilateral to its side lengths and the sum of two opposite angles [5,8,11]. Heron’s formula is
a special case of Brahmagupta’s formula for the area of a cyclic quadrilateral. Heron’s formula
and Brahmagupta’s formula are both special cases of Bretschneider’s formula for the area of a
quadrilateral.

In this note we prove the Heron’s formula (although known, see Conway’s dicussion in [7]),
the Brahmagupta’s formula (also known, see [6]) and the formula for the area of a bicentric
quadrilateral (possibly new, see [12,13]), vabcd, based on two lesser-known trigonometric
formulae [6,16] involving sine, cosine, the semiperimeter and the side lenghts of a cyclic
quadrilateral. Once the two trigonometric formulae have been established (and the necessary
adjustments made), the proofs of these area theorems are greatly simplified. Furthermore, we
present a generalization of the two aforementioned trigonometric formulae and use it to give
an alternative proof of Bretschneider’s formula. Since all these area theorems can be derived
from this new generalization, the approach presented in this note, unlike others, provides a
more holistic view of these theorems. Our main result for a general convex quadrilateral are the
identities

ad sin’ % + bccosQ% =(s—a)(s—d)

and

besin? % + adcos2% =(s—0b)(s—0),

where a, b, ¢, d are the sides lengths, s is the semiperimeter, and « and v are opposite angles.
We recall a cyclic quadrilateral is a quadrilateral whose vertices all lie on a single circle.

Among other characterizations, a convex quadrilateral ABC' D is cyclic if and only if its opposite
angles are supplementary, that is a + v = 180° [19] (see Figure 1).

Theorem 1. Let ABCD be a cyclic convex quadrilateral with AB = a, BC = b, CD = c,
DA =d and s = ‘”b%i. If /BAD = «, then

.,  (s—a)(s—d) sa  (s=Db)(s—c)
S ad + bc ane s ad + be (1)

!Professor, Santo Domingo, Dominican Republic, emmanuelgeogarcia@gmail.com




6 E.A. José Garcia

Fig. 1: A cyclic quadrilateral ABCD.

Proof. First we will find an expression for cosa in terms of a, b, ¢ and d. Let ZBCD = ~. By
the Law of Cosines and keeping in mind that o and ~ are supplementary, we have

a® + d* — 2ad cos a = b* + ¢ — 2bc cos (180° — a).

a?+d?2—b2—¢

Yielding cos o = Sadtb0) 2 Now, making use of the half angle formula for cosine,

o2 & 2ad + 2bc + a® + d* — b* — 2)
2 4(ad + be)
_(a+d)?—(b—c)?
4(ad + be)
:(a+b—c+d)(a—b+c+d) )
4(ad + be)
1 (a+b+c+d )<a+b~|—c+d )
= —c)|————=1D
ad + bc 2 2
_(s=b)(s—¢)

N ad + be

The other formulae can be obtained similarly by replacing cos® $ by 1 — sin? S in (2).

In personal email communication with Peter Doyle [7], the renowned mathematician J. H.
Conway has given the same proof of Heron’s formula that we present here. However, as the aim
of this paper is to present these area theorems as mere links of a chain of related theorems from
a new standpoint, we deduce (4) in a different way by just setting ¢ = 0 in (1).

Here, Ag, A1, As and Aj stand for the areas of a triangle, a cyclic quadrilateral, a bicentric
quadrilateral and a general quadrilateral, respectively.

Theorem 2 (Heron). Let a triangle AABD has sides AB = a, BC' =b and AD = d, then the
area is given by the formula

Ay = \/s(s —a)(s—0b)(s—d).
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Proof. For a triangle, if in (1) we assume ¢ = 0, then we have the well-known formulae!

ya (s—a)(s—d)

Lo a s S(s—b)
Sm2_—ad and cosz— P

Making use of the double-angle identity for sine we have

SinozzQ\/S<S_b)\/<8_a)(S_d) :2\/5(5—61)(3—5)(8—(1)'

ad ad ad

Since Ag = “ds%, it follows

Ao = \/s(s — a)(s — b)(s — d).

[J As mentioned, the following proof of Brahmagupta’s formula is known. However, no further
generalizations of (1) are given in [6].

Theorem 3 (Brahmagupta). Given an cyclic quadrilateral, ABC'D, with sides a, b, ¢, d and
semiperimeter, s, then its area is given by the formula

Ay =/(s —a)(s — b)(s — ¢)(s — d).

Proof. Let o and y are two opposite angles. The area of ABC'D can be expressed as the sum of

the area of AABD and ABCD, which in turn can be written as @ + bcs% Keeping in

mind that « and 7 are supplementary and applying the formulae in (1) we have

adsina besin (180° — «)

Ay =

2 2
B ad sin « n besin o
2 2

= sin % oS %(ad + bc)

_ \/(s—a)(s—d)\/(s—b)(s—c)(&d+b6)

ad + be ad + be

— V(s —a)(s = b)(s — ¢)(s — d).

O

A bicentric quadrilateral is a convex quadrilateral that has both an incircle and a circumecircle
(see Figure 2). One characterization states that a convex quadrilateral ABCD with sides a, b,
¢, d is bicentric if and only if opposite sides satisfy a + ¢ = b + d and its opposite angles are
supplementary [19]. Another property of a bicentric quadrilateral is that its area is given by
the formula vabed. Six derivations of this formula can be found in [12,13]. One derivation is
to use a + ¢ = b + d in Brahmagupta’s Formula. Here we shall give a seventh proof which is
independent from Brahmagupta’s Formula.

Theorem 4. Given an bicentric quadrilateral, ABC D, with sides a, b, ¢ and d, then its area is

given by the formula
Ay = Vabed.

! For more implications in a triangle see [9].
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Fig. 2: A bicentric quadrilateral ABCD.

Proof. Since a + ¢ = b+ d in a bicentric quadrilateral, the formula (3) reduces to

e ad
cos”— = )
2 ad+bc

be
ad+bc”

Similarly we can get sin2% =
formula

Now, following the same steps as in Brahmagupta’s

ad sin « N besin (180° — «v)
2 2
adsinae besina
2 2

— sin = cos (ad + bc)

2
bc ad
B \/ad + bc\/ad + bc(ad +b)

= v abcd.

Ay =

+
(07
2

The following theorem generalizes Theorem 1 for a general convex quadrilateral.

Theorem 5. Let a, b, ¢, d be the sides of a general convex quadrilateral, s is the semiperimeter,
and o and vy are opposite angles, then

ad sin® % + becos® % = (s —a)(s—d) (5)
and
bcsin® % + ad cos® % =(s—10b)(s—c). (6)

Proof. By the Law of Cosines,

a® + d* — 2ad cos a = b* + ¢* — 2bccos .



Two Identities and their Consequences 9

Fig. 3: A general convex quadrilateral ABCD.

a?4+d?—b?>—c?42bccosy

Yielding cosa = . Now, making use of the half angle formula for cosine,

2ad
s a®+d®+2ad -V — ¢® 4 2bccosy )
N9 T dad
a4+ @+ 2ad — B — @ + 2be(1 — 2sin* )
B 4ad
~(a+d)P?—=(b—c) — 4bcsin® 1
B dad
_ (a+d+b—c)(a+d—b+c)—4bcsin® ]
dad

1 <a—|—b—i—c+d_c> (a+b+c+d_b> B besin®
" ad 2 2 ad
_ (s —b)(s — ¢) — besin®

ad '

O

As in Theorem 1, the other formula can be obtained similarly by replacing cos? 5 by 1— sin?

in (7).

In the case of a cyclic convex quadrilateral, you get (1) by replacing 3 by 90° — § in (5) and
(6), since o + vy = 180°.

@
2

Theorem 6 (Bretschneider). Given a general quadrilateral with sides a, b, ¢ and d. If o and ~y
are two opposite angles, then the area is given by the formula

Az = \/(s —a)(s —b)(s — ¢)(s — d) — abed cos? (%ﬂ)
Proof. Multiplying (5) and (6) we get

(adsin2 % + be cos? %) (bcsin2 % + ad cos® %) =(s—a)(s—b)(s—c)(s—d).

Expanding, factorizing, completing the squares and keeping in mind some well-known
trigonometric identities,

. . 2
abed cos? (QTH) + (adSQma + bcs;nfy) =(s—a)(s—Db)(s—c)(s—d).
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Since the area of ABC'D can be expressed as the sum of the areas of AABD and ACBD,

which in turn can be written as “ds% + bcs%, then we are done. O

It is interesting to note the resemblance of these area theorems to the identities (4), (1),
(5) and (6). Indeed, as Heron’s formula and Brahmagupta’s formula are both special cases of
Bretschneider’s formula, in the same way, the identities (4) and (1) are both special cases of
the identities (5) and (6). Actually, this better explains the development Heron-Brahmagupta-
Bretschneider. Finally we wonder how many other interesting implications the identities (5)
and (6) could have. What other research project could they inspire? For example, shall it be
possible to obtain analogous identities in spherical or hyperbolic geometry??If so, how would
they relate to other well-known identities in such geometries? We leave the reader with these
intriguing questions in mind.
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O rafinare si o extindere a Problemei MGO 115
Leonard Mihai Giugiuc !

In numérul 3 al RMGO, autorul propune urmatorul rezultat:

Fie a,b, ¢ si d numere reale nenegative,astfel incat a* + b* + ¢* + d* = 2. Atunci: a+b+c+
d — abc — abd — acd — bed < 2. Demonstratia se gaseste in numarul 4 al RMGO.

In continuare vom rafina si extinde acest rezultat la n variabile, cu n > 3.

n
. . - PP 2 _
Teorema 1. Fie n > 3 si fie numerele reale nenegative ay, ..., a,, astfel incat > a; = 2.
i=1
Atunci:

2 Z aiajgiai—i-?) Z a;Q;jQy.
1

1<i<j<n i= 1<i<j<k<n

Demonstratie. Vom utiliza Principiul inductiei matematice. Demonstram prima data pentru
3

n=3. Avem: aj,...,a3 >0si > a? =2.
i=1

1<i<j<3 i= 1<i<j<3

3 3
Aratam: 2 Y aa; < ) a; + 3aia203 <= <2 > aia]) % <> a?
e .

< (Z: ai> (% : z_: a?) + 3aq1az2a3. (1)

Vom arata ca (1) este valida pentru toate numerele reale ay, ..., a3 > 0.
Este suficient sa studiem doua cazuri:
Cazul 1. a1 = ay =1siag =z € [0,1], si Cazul 2. a3 = 0.

In primul caz avem de ardtat ¢& 2 (22 +1) /2 (22 +2) < 23+ 222+ 8z + 4, (V) z € [0,1] &
22 (2 4+ 42 — 1222 + 82 + 8) > 0, ceea ce este evident adevarat, (V) z € [0,1]. In cel de-al

2 2 2 2 2
doilea caz aratdm c (2a1a) /3 - > a? < (Z ai> <% Y a?), sau 2ajay < (Z ai> V32 al,
=1 i=1 i=1 i=1 i=1

ceea ce este evident adevarat din AM—GM.

n—1
Fie acum n > 4 fixat. Presupunem ca pentru orice ay, ..., a,_1 > 0, astfel incat > a? =2
i=1
n—1
areloc2 > aa; < > a;+3 > a;ajay si aratam ca pentru orice ag,...,a, > 0,
1<i<j<n—1 i=1 1<i<j<k<n—1

IProfesor, Colegiul National ,, Traian”, Drobeta Turnu Severin, leonardgiugiuc@yahoo.com
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n
astfel incat >~ a? = 2 are loc
i=1

n
2 Z a;a; < Zai +3 Z a;a;ay. (2)
1<i<j<n i=1 1<i<j<k<n

Reamintim formula lui Newton:

o (S0) (S (£ ) 3 e

i=1 i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n
n n

Astfel, dacd fixdm Y a; 81 Y a? (deci Y. a;a; este de asemenea fixat) atunci Y. a;a;ay
i=1 i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

n
este minimal dacd Y a} este minimal.
i=1

Putem presupune ca a; > as > ... > a,.

Conform Cirtoaje EV Theorem, Corollary 1.4 pentru functia f (u) := u* pe (0, 00), daca

fixaim > a; si > a?, atunci Y @} e minimal ori in a, =0, oriin 0 < a, < a,_; =...=ay. Deci
Y. aajar e minimal oriin a, =0, 0oriin 0 < a, < ap_y = ... =ay.
1<i<j<k<n

Vom lua doua cazuri:

Cazul 1. a, = 0.

Cazul 2. a1 = ... = ap_1 > a, > 0.

A n—1

In Cazul 1. avem de demonstrat ca 2 >  aa; < > a;+3 > aaja, ceea ce
1<i<j<n—1 =1 1<i<j<k<n—1

este evident adevarat din ipoteza de inductie.

. (n—1lz+y=s
In Cazul 2. rezolvim mai intai sistemul { (n—1)z? +y*> =2 , unde s urmeaza si fie
O<y<zx

determinat.
.o T 2
Mentionam ca, din Jensen, (fl) < % = s < v2n.

(n—1)s+4/(n—1)(2n—s2) S y=s— (n—1)s+4/(n—1)(2n—s2)

Obtinem x = D) 7 ”

Clar, z > y. Cum y > 0, atunci s > /2 (n — 1).

Sa remarcam ca functia g : [\/%,,/%) — (\/2(71— 1),\/2n}, gx) = (n—1Dz+
/2 — (n — 1) 22 este bijectiva. Asadar, daca fixam s = (n — 1)z + /2 — (n — 1) 22, atunci in
virtutea celor de mai sus ),  a;a;a; e minimal in (x, Ty /2—(n—1) xQ).

1<i<j<k<n

Deci pentru a demonstra (2), e suficient sa inlocuim (ay, . .., a,) cu (3:, e Toy/2—(n—1) x2).
Obtinem:
0<(n—1Dz[(n-2)(n-3)2"—2(n—-2)z+2] +

B(n—1)(n—2)a>—4(n—1)z+2] \/2— (n—1) 22
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Cum n > 4 atunci discriminantii patraticelor (n —2) (n —3)2? —2(n —2)x +2si 3(n — 1)
(n —2)x?—4(n — 1) x+2 nu sunt pozitivi, deci ultima inegalitate este adevarata. Demonstratia

Teoremei 1 este completa. [
Teorema 2. (extinderea MGO 115) Fie n > 3 si fie numerele reale nenegative ay, . .., a,, astfel
n n
tncat Y ai =2. Atunci Y a; — Y, aaja < 2.
i=1 i=1 1<i<j<k<n

n

Demonstratie. Conform Teoremei 1, > a; +3 Y.  aaja, —2 ). aa; > 0. Pentru a
i=1 1<i<j<k<n 1<i<j<n
demonstra Teorema 2, este suficient sa arat ca

6+ 3 Z alajak—32a1>2az+3 Z a;a;a — 2 Z a;a;. (3)

1<i<j<k<n 1<i<j<k<n 1<i<j<n

este echivalenta cu <Z ai> —4> a;+4> 0% (Z a; — 2) > 0, ceea ce este evident adevarat.
= i=1 =
Demonstratia Teoremei 2 este completa. O
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Proof for AM-GM inequality using calculus tehniques

Dorin Marghidanu'

There are many proofs for the well known inequality between arithmetic mean and geometric
mean, or Cauchy’s inequality. See [1] and the more extensive bibliography contained therein.

In this paper we shall give a new one. For this, we will give two preliminaries calculus results.
Although the first result is known, we recall it - as a basis for the next.

Lemma 1. For x > 1, holds the following inequality, el"r < x<et L

Proof. We consider the function f : [1,00) — [1,00), f(x) = Inx and apply Lagrange’s theorem

1
on the interval [1,z] C [1,00). There is ¢ € (1,z) so that n_xl ==
T— c

1 1 1 Inzx r—1
Since —<—<1, it comes —<——<1, thus —<Inz<x—1.
x c T T— x
By exponentiation we get indeed the inequality stated earlier.

An inequality - interesting in itself - is stated in. U

o _b Ly
Lemma 2. For 0 < a <b, occurs the following ebT§—<ebT.
a

a
Proof. For a = b, we have obviously an equality. Supposing that b > a, then with x:g>1 in

Lemma 1, it comes immediately the double inequality in Lemma 2. U

Theorem 1. (Cauchy’s inequality or AM-GM inequality.) If x1,2,,...,2, € R, n € N* and
1 +29+...+x,

A= , G = Yo 19 Ty, then A > G, with equality if and only if
Ilzl’g:...:nl’n.

Sn
Proof. For h € N*, we note: P, :==x1-x9-... -, Sy := 1+ T2+ ...+ xp; thus A = —,

n
G := 3/ P,. Without restricting the generality, we suppose that 0 < z; < x5 < ... < x,. Since

min{xzy, s, ..., 2, } <G < max{ry,xs,...,x,} results that exist k& € N* so that
0<az1<a9<... <2, <G<app <. <1y (1)

By it’s very name — of (geometric) mean, G justifies it’s intermediate position!). With (1) and
the left inequality in Lemma 2, we have:

G
1
G-y G
=z

@ G

IProfesor dr., Colegiul National ,,Al. I. Cuza”, Corabia, d.marghidanu@gmail.com
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relations which, - by multiplying part by part, lead to:

(G—21)+(G—2)+...+(G—xy,) GF kG—S), GF
e G < Se ¢ < —. (2)
T1-Tog:... Tp b,

From (1) and the right inequality in Lemma 2, we obtain:

Th41 Tp41 -G

G < Lht1 — I <e @G (31)
T -G

G < Lt — Ilg_Q <e k+C2; (32)

G<uz,— % < o5t (3n—k)

relations which - by multiplying part by part, turn to:

xk—l—l . Ik—l—Q .. (Tpyp1+--+2n)—(n—k)-G
Gn—k “<e “ : (3)
Tht1 " Tpt2 .- " Tn Tpt1 " Tp42 ... " Tp
But’ n—k - P
G ({L/l’ll'gl'n)
k
:xk+1-:1:k+2-...~a:n:(xl-xg-...-xn)n '(xk+1'$k+2'--"xn):
(xl.x2.”'.xn)1_% 1T ... Tp
& k
1T ... Tk Pk’
So (3) can be restated as:
GF (@pp1+Fan)—(n—k)-G
— <e € . )
L < )

From (2) and (5) by transitivity, it results:
k-G—=S, <(tg1+...+x,)—(n—k) - Gek-G+(n—Fk)-G<Sp+ (1 + ...+ 2)
&n-GL< S, G <A

The equality is obtained when we have equality everywhere in (1) so when z1 =25 = ... =
T
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ARTICOLE SI NOTE DE INFORMATICA

Interpretarea formulelor logice
Doru Constantin *

In acest articol se precizeaza modul de realizare a interpretaarilor formulelor logice atat in
limbajul de calcul cu propozitii logice elementare, cat si in limbajul extins prin includerea de
simboluri non-logice. In procesul de realizare a interpretirilor logice se utilizeaza o serie de reguli
de transformare echivalenta a formulelor logice care permit stabilirea valorilor de adevar intr-o
forma simplificata si mai adecvata privind evaluarea logica. De asemenea, regulile aplicate atat
in limbajul de calcul cu propozitii logice elementare, cat si in limbajul extins prin includerea de
simboluri non-logice sunt utile in aplicatii informatice de pregatire a datelor de intrare pentru o
serie de algoritmi ce refera verificarea validabilitatii formulelor logice sau proceduri de unificare
la nivelul unei multimi de expresii logice in limbajul extins.

1 Interpretarea formulelor logice in limbajul de calcul cu propozitii
logice elementare

Pentru reprezentarea elementelor dintr-un limbaj de calcul cu propozitii logice se utilizeaza un
vocabular asociat limbajului de forma V U L U S, unde:

* V este multimea propozitiilor elementare; V' # (). Se poate conveni utilizarea literelor din
alfabetul latin sau grecesc pentru a desemna simbolurile din multimea V.

* L ={A,V,—, <>, } este multimea conectivelor logice utilizate in limbajul logic propozitional:
conjunctie, disjunctie, implicatie, echivalenta si negatie;

* S ={(,)} este multimea simbolurilor de punctuatie.

Se considera indeplinite conditiile VN L = 0, VNS = ). Elementele generate pe baza
elementelor definite in vocabularul V' sunt denumite asamblaje si reprezinta elementele multimii

A=(VULUS)".

Structurile simbolice de interes in calculul cu propozitiile logice sunt formulele logice, iar
multimea de formule logice este notata prin FORM.

1.1 Definirea conectivelor logice si a formulelor logice in calculul cu
propozitii logice

Se considera multimea {7, F'}, elementele ei avand semnificatiile ' = adevarat, respectiv
F = fals.

LConf. univ. dr., Universitatea din Pitesti, doru.constantin@upit.ro
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Pe multimea {7T', F'} se definesc operatiile logice:

—:{T,F} — {T,F} (negatie logica)

A :{T,F}* — {T,F} (conjunctie logici)
vV {T,F}* - {T, F} (disjunctie logici)
—:{T,F}*> = {T, F} (implicatie logic#)
—: {T,F}* - {T,F} (echivalents logici)

prin tabelele de definire a valorilor de adevar:

S AT F vV |T F —|T F o | T F
% T|T F T[T T T[T F T[T F
F|F F F|T F F|T T F|F T

O modalitate de descrierea a regulilor de buna formare pentru structurile simbolice din
multimea FORM este bazata pe notiunea de SGF (Secventa Generativa Formule).

Definitia 1. Secventa de asamblaje oy, v, ..., o, este SGF, daca pentru orice i, 1 < i < n,
este indeplinita una dintre conditiile:

(’1,) o; € ‘/,
(11) exista j,1 < j <i astfel incat o; = (o),
(111) exista g, k, 1 < j,k < i si exista p € L\ {~} astfel incat a; = (a;pay).

Observatia 1. Fie o un asamblaj. Atunci, exista n > 1 si oy, o,...,q, — SGF astfel incat
a, = a daca si numai daca « € FORM.

Ezxemplul 1. Pentru formula
a = ((=((ma) Vb)) < (a (D)),

putem construi urmatorul SGF'
a,b, (—a), (=b) , (@ A (b)), ((—a) V b) , (= ((=a) V b)) ,((= ((ma) Vb)) <> (a A (=b))) = c.

Observatia 2. (i) Daca o € V' atunci secventa « este SGF, deci V- C FORM;

(ii) Daca aq,ag, ..., a, este SGF, atunci pentru orice i, 1 < i <n, aj,ay,...,q; este SGF.
Cu alte cuvinte, toate componentele unui SGF sunt formule logice;

(iii) Delimitarea rezultata prin utilizarea parantezelor pentru structurile simbolice din FORM \
V' permite identificarea conectivei principale corespunzatoare fiecarei formule care nu este
propozitie elementara. Intr-adevir, orice formuld o € FORM \ V' se incadreaza pe un
singur sablon dintre a = (=) sau o = (Bpy) cu p € L\ {—}. Daca a = (=) atunci

conectiva principala a formulei a este “=” si, respectiv, daca o = (Bp7y) atunci « are
conectiva principala “p”.

1.2 Definirea si aplicarea functiei de interpretare in limbajul de calcul cu
propozitii logice

Pentru interpretarea elementelor de baza din vocabularul limbajului se considera o functie de
adevar care reprezinta orice functie h: V — {T, F'}.
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Definitia 2. Pentru h o functie de adevar se defineste functia

I(h): FORM — {T,F}

astfel incat sa fie indeplinite urmatoarele cerinte:

1. pentru orice o« € V, I (h) (a) = h(a);
2. pentru orice o, B € FORM,

(a) I(h)((= ))—ﬁ[(h)( );

(b) I (h)((aAB)) = 1I(h)(a)NI(h)(B);
(¢) L(h)((aVP)) = (h) (@) VI (h)(B);
(d) 1(h)((a = B)) =1 (h) () = I(h)(B);
(e) I(h) (x> B)) = I (h) () > I (h)(5)

Lema 1 (Reguli de interpretare a formulelor logice). Pentru stabilirea rezultatelor functiei
de interpretare se pot utiliza o serie de requli de exprimare in forma echivalenta a formulelor
logice in functie de sablonul pe care se incadreaza o anumita formula logica (pentru orice trei

a, B,y € FORM):

1. (aV-a) =T, (aVT) =T, (aVF)=a, (aAN-a)=F, (eANF)=F, (aAT)
a, (aVa)=a, (aha) =

2. (- (—a)) =«

5. (a—=B)=((ma) V), (< B)=((a— B)A (B —a));

4. (= (@nB))=((ma) V(=8)), (= (aVB)) = ((—a)A(=8));

5. (aN(BVY)=(aAB)V(any)), (@V(BAY)=((aVB)A(aVy));

6. (aVp)=((na) = ), (@A) =(=(a—(25))).

Exemple de aplicare pentru functia de interpretare

Pentru aplicarea regulilor de interpretare se considera cazul evaluarii axiomelor definite la
nivelul la nivelul propozitiilor logice din limbajul de calcul cu propozitii logice elementare din
multimea de axiome: AXTOM = {@;,@s, ..., a9}, cu o, 8,7 € FORM.

1. Interpretarea pentru axioma oy :

I <610'>

I( )=
—I () V-I(B)VI(a

(@ = (8 —a))

2. Interpretarea pentru axioma as:
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3. Interpretarea pentru axioma as:

- =

><c | I

~< =1
1E> =g
)I)

=713 v/.A__
Wl(( —
LIS 2722
~T20 TL=
IR NN
cTSa 2>
wvvw Z383T <
N NI
TS < Ts>lzoe
_ ~— — >
W/ﬁ_\w < >
T~ 2~ T 3=
%Ivﬂ Gt
«H\»VVIVV _|.I_u
>2 22> >

\)\B)VII(\]I(\RM

5%)ﬁ T~ =5
%a(a\AA%AAvv [
a([\l/\l/ \)\l/\l/\l/T
=TSS58 88x ¢

4. Interpretarea pentru axioma ay:

5. Interpretarea pentru axioma as:

axioma og:

6. Interpretarea pentru

~ o~ o~ TN~ —~

—

=11l
~—

—~

S
©
3

N~—
~

axioma ar:

7. Interpretarea pentru

—~

S
~
3

~—

~
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8. Interpretarea pentru axioma ag:

I(@aso) =1(((aVp)<+ ((ma)—p))) =
=I(((aVpB) = ((na) = B)))
A ((((ma) = B) = (aV B))) =
= (=L ((aVpB))VI(((-e) = B)))
A (L (((mar) = B)) VI((aV p))) =
= (I (Vv B3)) V(L () VI(B)))A
(L () VI(B) VI((aVP))) =
= (I (Vv B) VI () VIE)A (=L () VI(B)VI((aVp)))
= (L ((avp)VI((avB)ANEL((aVp)VvI((avp)))=T.
9. Interpretarea pentru axioma ay:
I(ago) =TI (((aAp) < (=((ma)V(=5)))))
=1 (((aAB) = (= ((ma) V(=5))))) A
I{((= (=) V (=8))) = (a A B)))
= (I (@A B)VI((= (=) V (=8))) A (=] (= ((me) V (=5)))))
VI ((aAB))

((ma
A (=) VI((=8))) VI ((aAB)))
= (=L ((anB)V=(~I(a)V=I(B)) A~ (a)V=I(B)))
VI ((aAB))
= (I ((aAB) V(I (a) NI(B)) A (=L () NI (B)))
VI ((aAB))
= (I ((@AB)VI((anB)) AL ((anB))VI((aAB))) =
TANT=T.

2 Interpretarea formulelor logice de tip termeni si atomi in limbajul
logic extins

2.1 Definirea limbajului logic extins

Limbajul de calcul cu propozitii logice elementare se poate extinde pentru a reprezenta expresii
logice cu o structura mai complexa prin includerea de noi elemente la nivelul vocabularului
limbajului. Astfel, vocabularul V al unui limbaj logic extins va contine doud tipuri de simboluri
si anume simboluri logice si simboluri non-logice. Spre deosebire de simbolurile logice, care
sunt comune cu limbajul de calcul cu propozitii logice elementare, simbolurile non-logice sunt
definite in functie de interpretarea intentionata pentru limbajul respectiv. Definirea multimilor
de simboluri non-logice pentru construirea unui limbaj logic extins aferent unui sistem de
cunostinte dat se numeste conceptualizare a sistemului respectiv.

Simbolurile logice sunt elementele multimii V U L U .S U @, unde:

* V este multimea variabilelor; V' # Q.

* L ={A,V,—, <+, T} este multimea conectivelor logice: conjunctie, disjunctie, implicatie,
echivalenta si negatie.

* 8 ={(,)} este multimea simbolurilor de punctuatie.
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* @ = {V,3} este multimea cuantificatorilor; simbolul V este cuantificatorul universal,
respectiv simbolul 3 este cuantificatorul existential.

Simbolurile non-logice sunt elementele multimii C'S U F'S'U P.S unde:

* (C'S este multimea constantelor.
F'S este multimea simbolurilor functoriale. Fiecare functor f € F'S este caracterizat de
un numar natural 7 (f) > 1 numit aritatea functorului f. (un functor are interpretarea
semantica de functie si atunci aritatea reprezinta numarul de argumente acceptat de
functia respectiva).

* PS este multimea simbolurilor predicationale. Fiecare predicat m € PS este caracterizat
de un numar natural r () > 0 numit aritatea predicatului .

Presupunand ca multimile V) L, S, Q,CS, F'S, PS sunt doua cate doua disjuncte se poate
stabili vocabularul limbajului prin V =V ULUSUQUCS U FS U PS. Expresiile generate
pe baza vocabularului stabilit pentru limbajul extins sunt elemente ale mulfimii A = V" si se
numesc asamblaje.

Intr-un limbaj extins identificam multimi de structuri simbolice de interes precum multimea
termenilor TERM si multimea de atomi ATOM.

Definitia 3. Secventa de asamblaje ti, ..., t, este o secventa generativa termeni (SGT), daca
pentru orice 1, 1 < i < n, t; indeplineste una dintre urmatoarele conditiile:

w) exista f € FS si exista indicii ji, ..., Jpp cu 1l < g, < i, p=1,..,r(f) astfel incat
ti - ftjl th... th(f)

Definitia 4. Se numeste termen orice asamblaj t cu proprietatea ca exista n = 1 gity, ..., t,—
SGT, astfel incat t, = t. Multimea termenilor este notata T ERM.

Exemplu pentru definirea termenilor in limbajul aritmeticii

Simbolurile non-logice ale limbajului standard al aritmeticii sunt: C'S = {0} , F'S = {+, %, S},
PS = {<,é}, unde 7 (+) =r(x) =7r(<) =r (é) = 2, r(S) = 1. Simbolul S desemneaza

functorul succesor; pentru orice numar natural n, §5...50 2n (Observatie: In acest limbaj

n
structurile simbolice din multimea T'FRM sunt reprezentari ale expresiilor aritmetice in scriere
prefixata).

Fie asamblajul t = x + xSySS5z5Sx + x5S0, unde z,y,z € V.

Secventa de asamblaje: t; = 0, ty = x, t3 =y, t4 = 2, t5 = Sx = Sty, ts = Sy = Sta,
t; = Sz = Sty, ts =SSz = Sty, tg = SSx = Sts, t1g = xSySSz = *tgts, t11 = +*xSySSz5Sx =
—Hflotg? t12 = SO, t13 = SSO = Stlg, t14 == +JISSO == —|—t2t13, t15 = x + *SySSZSSl’ + ZESSO =
xt11t1y =t este SGT', decit € TERM.

Definitia 5. Mullimea expresiilor de tip atomi notata prin ATOM este definita prin:

ATOM = {n|mePS,;r(r)=0}U
U{ﬂ'tl...tr(ﬂ) ‘ T e PS,T’(ﬂ') > 1, tl,...,tr(w) c TERM}
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2.2 Interpretarea formulelor logice de tip termeni si atomi din limbajul
logic extins

Interpretarea formulelor logice de tip termeni si atomi din limbajul logic extins presupune
definirea unei semantici prin care se acorda fiecarui simbol non-logic o anumita semnificatie.
Astfel, semnificatia fiecarui functor este aceea de functie cu un numar de argumente egal cu
aritatea functorului, semnificatia fiecarui simbol predicational este aceea de predicat care exprima
o relatie intre un numar de obiecte egal cu aritatea simbolului predicational, respectiv semnificatia
fiecarei constante este aceea de element particular din domeniul suport. Semnificatiile acordate
simbolurilor non-logice induc semnificatii pentru structurile din multimile TERM si ATOM si
anume: de expresie functionala pentru structurile simbolice de tipul termen, respectiv, de relatii
intre expresiile functionale pentru predicatele din multimea de atomi.

Definitia 6. Fie £ limbajul extins stabilit anterior. Perechea (D, I) se numeste L-structurd,
unde D este o mulfime nevida numita domeniu de interpretare si I = (Igs, Irs, Ips), unde

* Iocg : CS — D,
*Ips: FS — | [D™ — D], astfel incdt pentru orice f € F'S, Ips (f): D"Y) — D,

n=1

* Ips: PS — |J [D" — D]U{T, F}, astfel incdt pentru orice # € PS, Ipg () : D"™ —
1

{T, F} daca r (m) > 1, respectiv Ipg (1) € {T, F}, daca r(m) = 0.

Notatia [A — B] desemneazd multimea functiilor definite pe multimea A cu valori in multimea

B. De asemenea, conventional se noteaza prin Iog (a) 2 af, Irs (f) 2 f, Ips (1) 2 7!; unde
a’, fI, ! sunt interpretarile constantei a, a simbolului functorial f, respectiv, a simbolului
predicational 7 in L-structura M = (D, ).

Fie M = (D, I) o L-structura. Semnificatia interpretarii fiecarui termen ¢ € TERM , notata
t!, este aceea de rezultat al evaludrii structurii termenului ¢ conform regulilor de calcul asociate
de L-structura M simbolurilor functoriale cu aparitii in structura simbolica ¢ si a interpretarilor
considerate pentru simbolurile din multimea de constante C'S.

Pentru interpretarea variabilelor din limbajul extins in domeniul de interpretare se utilizeaza
o functie de asociere (valuatie) de forma s:V — D.

Definitia 7. Fies€ [V — D],z €V, a € D.

Se noteaza cu sz = a] € [V — D] asocierea definita prin

yev, sh=ap)={ W dwiyze

a, dacay==x

Definitia 8. Interpretarea pentru un termen t' (t' € [V — D] — D)) se defineste pe baza
L-structuriic M = (D, I) si a functiei de valuatie s € [V — D], prin:

t!, dacaite CS
th(s) = s(t), dacateV

FT(H (), oty (9)), dacd t = fty..typ
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Exemple privind interpretarea termenilor si a atomilor in limbajul aritmeticii  Se considera
M = (D,I) interpretarea intentionata pentru limbajul aritmeticii. In aceastd L-structurd
domeniul de interpretare este multimea numerelor naturale N, interpretarea simbolului cons-
tanta 0 este numarul natural 0, regulile de calcul asociate simbolurilor functoriale 4+, * fiind suma
si, respectiv, produsul numerelor naturale utilizate ca argumente. Interpretarea functorului
succesor este functia care calculeaza succesorul argumentului in multimea numerelor naturale

N.
Interpretarile simbolurilor functoriale sunt:
D =N, Is(0) =0,
Irs (+) = +!: N x N — N, pentru orice n,m € N, +1 (n,m) =n+m
Irs () =+ : N x N — N, pentru orice n,m € N, *! (n,m) =n-m
Irs(S)=S8!: N — N, pentru orice n € N, ST (n) =n+1
Interpretarile simbolurilor predicationale sunt:
Ips (<) =<!: N x N — {T, F}, pentru orice n,m € N,
I (n,m):{ ;, ((iiacz‘uin<m
,dacan>m
Ips (£) ==1: N x N — {T, F}, pentru orice n,m € N,
T (n m):{ ? dacaixn:m
, daca n £ m
Observatie: Definitiile interpretarilor simbolurilor predicationale pot fi exprimate prin
< T(n,m)=if n<mthen T else F
= T(n,m)=if n=mthen T else F.
1. Interpretarea termenului t = % + xSySSzSSx + 550, cu z,y,z € Vsi s € [V — NJ.

Deoarece t = x+ * SySSzS5Sx+xSS50, avem interpretarea pentru termenul ¢:
. JH/—/

th(s) =" (t1 (), 13 (s) =11 (s) 3 (s).

Deoarece, t| = +xSySSzSSx i to = +_x SS0, rezulta:
\ o~ LSy

[terand, obtinem in continuare rezultatele urmatoare:

th(s) = = ((Sy)'(5),(592) (s)) = 8" (s () - S" (8" (s(2))) =
= (s(y)+1)-(s <>+1+1>=< <y>+1> < (2) +2)
th(s) = (SSx)" (s) = ST (5" (s(2))) =
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Rezulta:
t1(s) = (s(y) +1) - (s(2) +2) + (s () +2)

In final avem rezultatul interpretarii de forma:s:

tHs)=((s(y)+1)-(s(2)+2) +s(x)+2) (s(z)+2).

In particular pentru valori asociate variabilelor utilizate prin functia s € [V — NJ, s(x) =1,

s(y) =5, s(z) = 1, se obtine valoarea finala a interpretarii termenului ¢ in acest limbaj prin
t! (s) = 63.

2. Interpretarea intentionatd pentru structura simbolicd de tip atom a == x4+ 250 4+ 2550 +
+ + xxx % S950x5S50.

Expresia considerati se poate scrie sub forma a = *+ 250 4+ S50+ + *xxx * SSS0x550,

t1 to

unde t1,t, € TERM, deci « € ATOM.

Pentru functia de asociere s € [V — D] se obtine interpretarea formulei « prin:

of (s) == (t{ (s),t4(s)) = if t{ (s) =t5(s) then T else F

t1(s) =+ ((+280)" (5), (+2880)" (5)) = (s (x) + 1) - (s (x) +2)

th(s) = +1 ((+* 22+ $5802)" (5),(S50)" (5)) = + ((xzz) (5), (+S5S02)" (5)) + 2 =
s(x)-s(x)+3-s(x)+2.

Pe baza rezultatelor de interpretare obtinute se observa rezultatul final evident, ¢! (s) = ¢ (s),
pentru orice asociere s, deci interpretarea atomului initial este of (s) = T.

Concluzii

Lucrarea prezinta pe langa elementele de baza privind interpretarea formulelor logice dintr-un
limbaj de calcul cu propozitii logice si definirea limbajului extins prin utilizarea de elemente
non-logice in contextul limbajului de calcul logic elementar si interpretarea structurilor simbolice
de tip termeni si atomi de la nivelul limbajului extins. Prin descrierea teoretica a elementelor de
interpretare logica si aplicarea unui rationament logic algoritmic de interpretare cu aplicatii uzuale
privind validabilitatea formulelor logice sau verificarea unificabilitatii expresiilor functionale se
arata utilitatea si caracterul aplicativ in diverse domenii ce refera reprezentarea cunostintelor
intr-un limbaj logic.
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MATEMATICA PENTRU PROGRAMATORI SI
PROGRAMARE PENTRU MATEMATICIENI

Elemente de statistica descriptiva in limbajul de
programare R

Maria-Crina Diaconu ?

Limbajul de programare R este unul dintre cele mai avansate programe statistice. Este
gratuit si are avantajul existentei unui grup de utilizatori activi care aduc imbunatatiri, dezvolta
module noi specializate pe implementarea unor algoritmi si ofera sfaturi si asistenta pe forumuri
specializate. Obiectivul acestei lucrari este de a prezenta o scurta introducere in programul R cu
ajutorul interfetei grafice RStudio. O descriere detaliata a acestui program precum si versiunile
disponibile pentru descarcat se gasesc pe site-ul www.r-project.org.

Statistica descriptiva are rolul de a descrie trasaturile principale ale unor esantioane si consta
in determinarea unor masuri simple si analize grafice ale datelor din esantion.

Pentru a descrie o variabila cantitativa (numerica) a unei populatii statistice este necesar
sa identificam cateva caracteristici ale valorilor ei numerice, fiecare dintre aceste caracteristici
ofera un anumit tip de informatie. Astfel:

- caracteristicile de pozitie: media, mediana dau informatii asupra ordinului de marime al
observatiilor statistice;

- caracteristicile de dispersie: amplitudinea, modulul, abaterea medie liniara, dispersia, abaterea
medie patratica dau informatii despre gradul de imprastiere a valorilor.

In cele ce urmeaza consideram ca datele din esantion sunt: xi, xo, ..., z,.

Analiza tendintei centrale este o aproximare a ,,centrului” distributiei esantionului. Cea
mai importanta masura a tendintei centrale este:

- Media - uzual media aritmetica a datelor din esantion:
n
1
M=— E T
n
k=1
in R: mean(esantion)

Imprastierea (sau dispersia datelor) reuneste un grup de valori care masoara imprastierea
datelor in jurul tendintei centrale.

! Asist. univ. dr., Universitatea din Pitesti, crynutza_25Q@yahoo.com

27



28

M.C. Diaconu

- Dispersia esantionului (v):

14

_ ZZ:1 (z1 — M)2

- Abaterea medie patratica esantionului (o):

o= \/ZZ=1 (xk_M)Q

Din considerente specifice teoriei estimarii parametrilor, in probleme de selectie se folosesc
valorile corectate ale acestora:

- Dispersia esantionului (s?):

in R: var (esantion)

2 _ ZZ=1 (xk—M)2
n—1

S

- Deviatia standard a esantionului (s),

in R: sd(esantion)

6 — ZZ:l (71 — M)2

n—1

Functiile disponibile in R pentru manipularea datelor sunt prea numeroase pentru a fi enumerate
aici. Cateva dintre aceste functii prezentate in [4] sunt cele din tabelul urmator.

sum(x) suma elementelor lui x

prod(x) produsul elementelor lui x
max (x) maximul elementelor lui x
min(x) minimul elementelor lui x

which.max(x)

returneaza indexul celui mai mare element al lui x

which.min(x)

returneaza indexul celui mai mic element al lui x

range (x) id. than c(min(x), max(x))
length(x) numarul elementelor lui x
mean (x) media elementelor lui x
median(x) mediana elementelor lui x

var (x) sau cov(x)

dispersia elementelor lui x (calculata cu n — 1); daca x este o
matrice sau o secventa de date, matricea varianta-covarianta
este calculata

cor(x)

matricea corelatie a lui x daca este o matrice sau o secventa de
date (1 daca x este un vector)

var(x, y) sau cov(x, y)

dispersia dintre x si y, sau dintre coloanele lui x si ale lui y
daca sunt matrici sau secvente de date

cor(x, y)

corelatie liniara intre x si y,sau matricea corelatiei daca sunt

matrici sau secvente de date

Fig. 1
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EXEMPLUL 1: Pentru urmatoarea problema rezolvata in manualul de matematica de clasa

a 11-a [2] se prezinta solutia in R.

Un antrenor trebuie sa aleaga intre doi sportivi pe cel care va reprezenta clubul la urmatorul
concurs de natatie. El analizeaza performantele sportivilor la ultimele 8 antrenamente. Pentru
a se putea decide, antrenorul va trebui sa compare dispersia rezultatelor celor doi sportivi. lata

cum a procedat:

Sportiv 1 | 30,2 | 29,7

29,9

29.3

29,4

30,1

30,2

29,6

Sportiv 2 | 30,1 | 29,8

29,2

29,8

30,2

29,9

29,9

29,5

Calculand media performantelor obtinute de sportivi la cele 8 antrenamente, antrenorul constata

ca cei doi au obtinut aceeasi performanta medie.

Calculand abaterile medii patratice pentru performantele celor doi sportivi constatata ca oy < 07y:

0,77

M = 29,8

v = e ~ 0.096,01 = /0,096 ~ 0, 310
0,72
vy = ’T =0.09,02 = /0,09 = 0,300

Performantele celui de-al doilea sportiv sunt mai putin dispersate fata de medie, deci sunt sanse

ca la concurs sa obtina o performanta mai apropiata de medie.

In R:

> sample_1 = ¢(30.2,29.7,29.9, 29.3,29.4, 30.1, 30.2, 29.6)

> mean(sample_1)
[1]29.8

> sd(sample_1)
[1]0.3545621

> sample_2 = ¢(30.1,29.8,29.2,29.8, 30.2, 29.9, 29.9, 29.5)

> mean(sample_2)
1]29.8

> sd(sample_2)
[1]0.3207135

De asemenea, obtinem sy < s7.
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uuuuuuuuu

HPTypeherelosear(h 2 m B m R ® 6 O s

Fig. 2

Putem exprima ,,imprastierea” rezultatelor si prin situarea acestora fata de intervalul
[M — 0, M + o]. Pentru exemplul dat:

Sportivul 1: [29,49; 30, 11] - 4 dintre valori, adica 50% dintre performantele luate in calcul
sunt 1n afara intervalului.

Sportivul 2: [29,5; 30, 1] - 2 dintre valori, adica 25% dintre performantele luate in calcul sunt
in afara intervalului.
In R:
Sportivul 1:
> sample_1 = ¢(30.2,29.7,29.9,29.3,29.4,30.1, 30.2, 29.6)
> ml = mean(sample_1)
> s1 = sd(sample_1)
> new_sample = vector()
> for(i in 1:length(sample_1))
+if(sample_1[i] >=ml — sl & sample_1[i] <=ml+sl){j=j+1
+new_sample[j] = sample_1[i]}

> new_sample
[1]NA 29.7 29.9 30.1 29.6

Sportivul 2:
> sample_1 = ¢(30.1,29.8,29.2,29.8,30.2, 29.9, 29.9, 20.5)
> m2 = mean(sample_2)
> s2 = sd(sample_2)
> new_sample = vector()
> for(i in 1:length(sample_2))
+if(sample2[i] >=m2 — s2 & sample2[i] <=m2+s2){j=j+1
+new_sample[j] = sample_2[i]}
> new_sample
[NA 29.2 30.2

Conform unui rezultat celebru in statistica, Inegalitatea lui Cebisev, intr-o repartitie normala
(sau apropiata de aceasta), valorile cuprinse intre M — o si M + o reprezinta aproximativ 68%
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din efectivul total, valorile cuprinse intre M — 20 si M + 20 reprezinta aproape 95% din efectiv,
iar cele cuprinse intre M — 30 si M + 30 reprezinta circa 99% din efectiv.

Intr-o repartitie normala poligonul efectivelor prezinta un aspect de clopot simetric in raport
cu media.

X-3c X-20 X-o X ¥X+o0 X+20 X+3c

95%

din efectiv

Fig. 3

EXEMPLUL 2: Pentru urmatoarea problema rezolvata in manualul de matematica de clasa
a 11-a [2] se prezinta solutia in R.

La concursul ,,Cangurul” au participat, in anul 2002, 170000 de elevi. inregistrarea rezul-
tatelor la teste se face de catre un corector automat. La 100 de lucrari parcurse, corectorul a
inregistrat urmatoarele punctaje:

Punctaj | 10 [ 11 | 12 |13 |14 | 15|16 | 17 |18 |19 |20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25
Efectiv |1 |4 |5 |0 |4 |10]3 |6 |4 |10|9 |9 |5 |13]10|7

Daca punctajele nu au fost influentate de diferiti factori exteriori, distributia grafica a punctajelor
ar trebui sa capete forma repartitiei normale.

- Calculam indicatorii: media M = 19,25 si dispersia o ~ 4, 112.
- Evaluam calitatea esantionului:

Intervalul [M — o; M + o] corespunde intervalului [15, 138;23,362] - 59 de lucrari sunt
situate in acest interval, ceea ce reprezinta 59% din numarul notelor.

Intervalul [M — 20; M + 20] corespunde intervalului [11,026; 23, 362] - 82 de lucrari sunt
situate 1n acest interval, ceea ce reprezinta 82% din numéarul notelor.

In concluzie, punctajele obtinute la concurs nu respecta repartitia normala. Este de presupus
ca unele note au fost influentate de factori externi, sau ca, datorita numarului relativ mic de
lucrari luate in discutie, nu putem formula concluzii pertinente.

In R: Trasim poligonul frecventelor pentru punctajele la cele 100 lucrari de la concurs si
comparam cu desenul din Figura 3.
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> frecv = ¢(25,11, 11, 11,20, 20, 14, 16, 18, 21, 21, 21, 19, 23, 17, 24, 25, 12, 12, 15,
19,19, 14, 22,22, 24, 24, 24, 15,17, 19, 18, 16, 20, 25, 23, 21, 22, 24, 20,
23,25, 23, 15,17, 22, 24,20, 15, 19, 23, 25, 23, 15, 17, 19, 23, 17, 24, 25,
15,15,15,14, 11,18, 21, 21,21, 19, 23, 17, 24, 20, 20, 14, 16, 18, 21, 21,
23,12,12,10, 15,12, 19, 19, 20, 24, 23, 23, 22, 24, 20, 15, 19, 23, 25, 23)

> hist(frecv)

Histogram of frecv

nprypeheremsezm H omE =R ® e @)is

Fig. 4

De asemenea, observam ca punctajele obtinute la concursul ,,Cangurul” nu respecta repartitia
normala. Repartitia normala este de asteptat sa apara doar la seriile statistice cu un numar
mare de date.

Materialul prezentat se adreseaza utilizatorilor incepatori ai limbajului de programare R.
Este important de precizat insa ca programul R poate fi utilizat in mai multe domenii ale
matematicii aplicate, nu numai in statistica.
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RUBRICA DE ROBOTICA

Senzorul ultrasonic pentru Minstorms EV3

Doru Anastasiu Popescu !

Senzorul ultrasonic EV3 (Figura 1) genereaza unde sonore si asculta ecourile pentru a detecta
si masura distantele fata de obiecte. Distantele sunt masurate in cm cu o precizie de 1 cm pentru
distantele din intervalul [1, 250] folosind unitatea de masura centimetri. Pentru a intelege modul
de functionare a acestui senzor vom prezenta rezolvarile catorva probleme in Minstorms EV3.

Fig. 1: Senzorul ultrasonic

Problema 1. Se da o caramida inteligenta (intelligent brick) conectata la senzorul ultrasonic
prin portul 4. Se cere sa se redea sunetul ,,Hello” timp de 5 secunde cand apare un obiect la o
distanta mai mica de 10 cm fata de sonsorul ultrasonic.

Rezolvare.

1. Rezolvarea directa a acestei probleme fara a folosi variabile care sa retina valorile furnizate
de senzorul ultrasonic este prezentata in figura 2.
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Fig. 2: Succesiunea de blocuri Minstorms EV3 pentru rezolvarea problemei 1 fara variabile

2. Rezolvarea problemei folosind o variabila pentru masurarea distantei pana la un obiect cu
senzorul ultrasonic este prezentata in figura 3.

LConf. univ. dr., Universitatea din Pitesti, dopopan@yahoo.com
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Fig. 3: Succesiunea de blocuri Minstorms EV3 pentru rezolvarea problemei 1 cu variabile

Problema 2. Vom considera ca la portul 1 se afla senzorul tactil, iar la portul 4 senzorul
ultrasonic pentru o caramida inteligenta. Se cere sa se porneasca motoarele mari aflate la
porturile B si C' cand senzorul tactil este apasat si la mai putin de 10 cm se afla un obiect fata
de sezorul ultrasonic. Motoare vor fi pornite cu viteza 30 rotatii pe o perioada de 5 secunde.

Rezolvare. Rezolvarea este prezentata in figura 4.

Fig. 4: Succesiunea de blocuri Minstorms EV3 pentru rezolvarea problemei 2 cu variabile

Problema 3. Deplasati un robot in linie dreapta cu viteza 30 de rotatii pana cand in fata lus
apare un obiect la o distanta mai mica sau egala cu 20 cm, situatie in care acesta se va opri si
va reda pentru 5 secunde sunetul ,,Minstorms”.

Rezolvare. Rezolvarea este prezentata in figura 5.

[ o1 |

Fig. 5: Succesiunea de blocuri Minstorms EV3 pentru rezolvarea problemei 3
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Problema 4. Deplasati repetat un robot astfel incat, atunci cand apare la o distanta mai mica
decat 20 cm un obiect sa se opreasca pentru 5 secunde si apoi sa continue deplasarea. Toata
deplasarea va dura 60 secunde.

Rezolvare. Rezolvarea este prezentata in figura 6.
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Fig. 6: Succesiunea de blocuri Minstorms EV3 pentru rezolvarea problemei 4

Probleme propuse

Pentru fiecare din problemele urmatoare scrieti cate un proiect folosind mediul interactiv de
programare Mindstorm Evolution EV3.

1. Se da un robot cu sensor de culoare si sensor ultrasonic. Se cere sa se deplaseze pentru 30
secunde in linie dreapta robotul, daca culoarea detectata este rosu si de senzorul ultrasonic
se afla un obiect la distanta < 20 cm. Viteza de deplasare va fi de 30 rotatii.

2. Se da un robot cu un sensor tactil, un sensor ultrasonic si doua motoare la porturile B si
C. Cand este apasat sezorul tactil va porni pentru 20 secunde motorul de la portul B, iar
daca la o distanta mai mica decat 20 cm de senzorul ultrasonic se afla un obiect se va
porni pentru 20 secunde motorul de la portul C.

3. Se da o caramida inteligenta, un sezor ultrasonic si un motor mediu. Porniti pe o perioada
de 30 secunde cu viteza de 30 rotatii motorul mediu, daca de sezorul ultrasonic s-a apropiat
la o distanta mai mica strict decat 20 cm un obiect.

4. Afisati pe ecanul caramizii inteligente mesajul ,,Obiect aproape!”, daca de sonzorul
ultrasonic s-a apropiat un obiect la o distanta mai mica decat 20 cm.
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PROBLEME DE MATEMATICA PENTRU
EXAMENE

Teste pentru examenul de Evaluare Nationala

Testul 1
Costel Anghel® si Florea Badea*

SUBIECTUL I
incercuiegte litera corespunzatoare raspunsului corect.

1. Rezultatul calculului (—14) : 7+ 2,5 este egal cu:

a) 1; b) -2; c) 0,5; d) 1,5.
2. Suma divizorilor naturali ai numarului 9 este:

a) 10; b) 13; c) 19; d) 5.
3. Daca 3¢ - 27° = 243, atunci a + 3b este:

a) 2; b) 3; c) 4 d) 5.
4. 25% din 50% din 200 este:

a) 20; b) 30; c) 40; d) 25.
5. Daci a+b=8sia—b=06,a,be Q, atunci a® — b* este:

a) 47; b) 45; c) 48; d) 49.
6. E(z) = (2z — 3)(2x 4+ 3) + 8, x € R. Numarul pozitiv a, pentru care E(a) = 3 este:

a) 2; b) 1,5; c) 3,4; d) 1.

SUBIECTUL al II-lea
incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.

1. Pe o dreapta consideram punctele A, B, D, C in aceasta ordine. Daca AB = 4 cm,
BC' =8 cm si D este mijlocul lui (AC), atunci BD este egal cu:

a) 1 cm; b) 3 cm; c) 2,5 cm; d) 2 cm.
2. Complementul suplementului unui unghi de 120°, are masura de:
a) 50°; b) 30°; c) 35°% d) 75°.
3. Un triunghi dreptunghic isoscel, cu ipotenuza de 4v/2 cm, are perimetrul egal cu:
a) 4(34++/2) cm; b) 2 dm; ) 4(24++/2) cm; d) 0,25 m.

4. Un romb cu diagonala mica de 10 cm si un unghi de 120° are aria:

! Profesor, Colegiul National ,,Jon Minulescu”, Slatina, anghelcostel2012@yahoo.com
2 Profesor, Scoala Gimnaziala ,,Nicolae Coculescu”, Scornicesti
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a) 50 cm?; b) 48 cm?; ¢) 50v/3 cm?; d) 60v/2 cm?.
5. Intr-un cerc de centru O si raza r = 20 cm se considera doua coarde paralele, AB = 32 cm
si CD = 24 cm astfel incat punctul O este in interiorul patrulaterului ABC'D. Distanta
dintre cele doua coarde este:
a) 24 cm; b) 26 cm; c) 28 cm; d) 25 cm.
6. O prisma triunghiulara regulata ABCA’B'C" are latura bazei | = 12 cm si m(<B'AB) =

30°. Volumul acestei prisme este:

a) 432 cm?; b) 425v/3 cm?; c) 460 cm?; d) 120v/3 cm?.
SUBIECTUL al III-lea

Scrieti rezolvarile complete.

1. Se considera egalitatea /10 + 2v/21 = av/3 + bV/7.

a) Scrieti numéarul 10 + 2v/21 sub forma (x + y)?, =,y € R.

b) Determinati perechile de numere reale, (a,b), care verifica egalitatea data.
2. Se considera expresia E(z) = (4 — 3)? — 4(4x — 3) + 4, z € R.

a) Aratati cd E(z) = 162% — 40z + 25, oricare ar fi x € R.

b) Aratati ca exista o infinitate de numere naturale n pentru care E(n): 9.
3. In sistemul de axe ortogonale Oy, se considera punctele A, B si C.

a) Reprezentati punctele stiind ca A(3;4); B(6;0); C(3; —4).
b) Aflati perimetrul si aria patrulaterului OABC.
4. Fie ABCD un trapez cu m(<A) = m(<B) = 90°, AD < BC. Punctul E € (AB) astfel
incat <AED = <BEC. Daca F este mijlocul lui [EC| aratati ca:

a) Triunghiul BEF este echilateral.
b) Demonstrati ca dreptele BF si DE sunt paralele.
5. Se da cubul ABCDA'B'C'D’ cu AB = 10 em. Stiind ca M si N sunt mijloacele muchiilor
AB si BC, calculati:
a) distanta de la D' la dreapta M N.
b) distanta de la A la planul (D'DM).
6. Piramida VABC' are baza triunghiul ABC' dreptunghic in A, AB = 3 dm, AC =4 dm si
inaltimea VA = 2,4 dm.
a) Aflati masura unghiului plan corespunzator diedrului determinat de planele (V BC')
si (ABC).
b) Daca AD L (VBC), D € (VBC(C), aratati ca punctul D este ortocentrul triunghiului
VBC.

Testul 2
Viorica Nita®
SUBIECTUL I

Incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.

1. Scrierea numarului 36 ca produs de puteri de numere prime distincte este:

3 Profesor, Scoala Gimnaziala ,,Aurel Solacolu”, Ogrezeni, vyo20@yahoo.com
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a) 2%.3% b) 4 - 3% c) 18-2; d) 9-22
Opusul numarului x = 28 este
a) 9 b) 23. C) 23. d) g‘

23> 9 — 9>
Patru elevi au de determinat media aritmetica a numerelor 25; 32,6 si 18,3. Rezultatele
obtinute sunt inregistrate in tabelul urmator:

Bianca | Edward | Teodor | Andrei
25,3 26,35 20 26

Elevul care a obtinut rezultatul corect este:

a) Edward; b) Teodor; ¢) Andrei; d) Bianca.
Scrierea sub forma de interval a multimii A = {z € R : |z + 1| < 2} este:

2) (~2,2); b) (~3,1); ¢) (~2,1); Q) [-2,2]

Se dau numerele a = 2 + /3 sib=2— V3. Diferenta dintre media aritmetica si media
geometrica a numerelor a si b este:

a) 2; b) 4+ /3; c) 1; d) 4.
loana afirma ca in intervalul (0,1] nu existd niciun numar natural. Afirmatia loanei este:

a) adevarata; b) falsa;

SUBIECTUL al II-lea

Incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.

1.

Alexandra parcurge un traseu avand forma
triunghiului din figura alaturata, cu pe-
rimetrul de 1,6 km. Lungimea pasului
Alexandrei este de 0,4 m. Numarul de pasi
pe care 1i va face Alexandra este:

a) 2800; b) 2160; ¢) 4000; d) 1850.
In figura alituratii, semidreptele [OC si 5
[OD sunt bisectoarele unghiurilor <AOB c
si <AOC'. Unghiul <BOD are masura de b
45°. Masura unghiului AOD este:

0
a) 30°; c) 25°% !
b) 15°; d) 45°.

In figura alaturata, dreptele a si b sunt
perpendiculare. Valoarea lui x este:

a) 35°%; c) 90°;

b) 20°; d) 140°.

In figura aldturati, segmentul [DE] este

paralel cu latura BC' a triunghiului A D

ABC, iar 45 = 2. Segmentul [BC] are

lungimea de 45 cm. Lungimea segmentului
[DE] este:
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a) 6 cm; b) 18 cmy; c) 22,5 cm; d) 45 cm.

. Pentru a construi fundatia unei case se sapa o groapa in forma de trunchi de piramida
patrulatera regulata. Adancimea gropii este de 3 m, latura bazei mici are 3 m si latura
bazei mari are 9 m. Volumul pamantului excavat este egal cu:

a) 117 m?; b) 320 m?; c) 285 m?; d) 120 m3.

. Un lac circular are suprafata de 144 7 m?.

Bianca pleaca din punctul A, in sensul indi- f
cat de sageata din figura si revine in punc- A
tul A. Distanta parcursa de Bianca, apro-

ximata la cel mai apropiat numar intreg

este de:

a) 20 m; b) 25 m; c) 75 m; d) 100 m.

SUBIECTUL al Ill-lea

Scrieti rezolvarile complete.

1. Doi muncitori au lucrat intr-o luna 1650 de piese. Primul muncitor a lucrat cu 20% mai

mult decat al doilea.

a) Cate piese a lucrat primul muncitor?

b) Cat la suta reprezinta numarul pieselor lucrate de al doilea muncitor din numarul
pieselor lucrate de primul muncitor? (rotunjiti la cel mai apropiat numar natural)

. Se considera punctele A(2;3), B(—3;2), C(3;—4), D(—4,-5).

a) Reprezentati punctele A, B, C'si D intr-un sistem de axe ortogonale.

b) Fie A', B', C’, si D’ simetricele punctelor A, B, C si D fata de axa Oz. Determinati
coordonatele acestor puncte.

. Se considera expresia E(x) = (i—f{’ - i_I?l)) 24— 23 unde z € R\ {-3,-2,-1,0}.

a) Sa se arate ca £(1) = 1.
b) Demonstrati ca F(z) are valoare constanta oricare ar fi x € R\ {—3,—-2,—1,0}.

. In figura aldturatd este reprezentati o D C
sala de gimnastica in forma de dreptunghi G F
ABCD, deasupra careia se afla o sala de
clasa sub forma dreptunghiului AEFG.
Se stie ca AB = 60 m, BC = 45 m,
9BE = AE si AD = 3DG. A E B

a) Determinati numarul maxim de saltele care pot fi asezate in sala de gimnastica,
in zona hasurata, stiind ca, pentru a aseza o saltea este nevoie de o suprafata
dreptunghiulara cu dimensiunile de 4 m, repespectiv 5 m.

b) Aratati ca punctele A, F' si C' sunt coliniare.

. In triunghiul ABC, avem AB = 30 cm, AC = 40 cm si BC' = 60 cm. Pe latura AB se
ia un punct E astfel incat % = le iar pe latura AC' se considera punctul F' astfel incat
EF|BC.

a) Demonstrati ca EFCB este trapez.
b) Calculati perimetrul triunghiului AEF si perimetrul trapezului EFCB.
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6. In figura aldturats este reprezentats o vazi
sub forma unui trunchi de con cu genera-
toarea G = 17 cm, raza bazei mici r = 1
cm si raza bazei mari R =9 cm.

a) Aflati inaltimea vazei.

b) In vazi se toarni 1 litru de apé.
Aratati ca apa ocupa mai putin de
70% din capacitatea vazei.

Testul 3
Mioara Gheorghe*

SUBIECTUL I
incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.

1. Valoarea necunoscutei x pentru care 26 - 47 - 8% = 2% este egala cu:

a) -12; b) 44; c) §; d) 50.
2. Fie k valoarea raportului numerelor a si b. Daca b = 2 si k = 3,5, atunci numarul a este
egal cu:
a) 7; b) 5,5; c) 1,75; d) 1,5.
3. Daca a + b = 21 si ¢ = 7 atunci ac + cb este egal cu:
a) 14; b) 28; c) 147; d) 3.
4. Extremii unei proportii sunt 2,1 si 6,5, iar unul dintre mezi este 3,9. Celalalt mez este:
a) 2.,5; b) 4,3; c) 5,2; d) 3,5.
5. Rezultatul calculului (z — 1)(z + 1)(2? + 1) este:
a) (z—1)(z+1); b) z? +1; c) =t —1; d) 4z.

6. Patru elevi au rationalizat numitorul fractiei % Rezultatele obtinute sunt prezentate in

tabelul urmator:

Andrei | loana | Mihai | Ana

V2 V2 V3 5
2 3 3 2
Elevul care a obtinut rezultatul corect este:
a) Andrei; b) loana; c¢) Mihai; d) Ana.

SUBIECTUL al IlI-lea

Incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.

1. In figura aldturati, AB = 8 cm si BC' = 12 4 M B N 9
cm. Daca M si N sunt mijloacele segmen-
telor AB, respectiv BC', atunci M N are
lungimea de:

4 Profesor, Scoala Gimnaziald ,,Constantin Teodorescu”, Soldanu, Céldrasi, mioara_geambasu@yahoo.com
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a) 16 cm; b) 14 cm; c) 4 cm; d) 10 cm.
2. In figura alaturata, dreptele paralele AB M
si C'D sunt taiate de secanta M N in punc- A P B
tele P, respectiv (). Unghiurile <APM si
<C'QP sunt:

a) alterne interne;
b) alterne externe;
¢) corespondente;
d) suplementare.

3. In figura alaturata, AM NP este isoscel, M
cu baza NP. Daca [M A este bisectoarea
unghiului <PMN, MA=4cmsi NP =8
cm, atunci aria triunghiului AMAN este

de:
a) 8 cm?; c¢) 6 cm?;
b) 4 cm?; d) 9 cm?. N A P
4. In figura alaturata, dreptunghiul ABC'D B C

reprezinta un teren impartit in trei parcele.
Daca triunghiul ABM este echilateral cu

AB = 10 cm, atunci aria terenului este y D
egala cu:

a) 50 m?; c¢) 50v/2 m?;

b) 15 m?; d) 50v/3 m?.

5. In figura alaturata este reprezentata
suprafata unei ciocolate impartite in 16
partile egale. Daca aria suprafetei hasurate
este de 24 cm?, atunci toata ciocolata are
suprafata de:

a) 54 cm?; c) 84 cm?;
b) 64 cm?; d) 48 cm?.

6. Paralelipipedul dreptunghic cu dimensiunile de 3 cm, 4 cm si 12 cm are diagonala egala
cu:

a) 7 cm; b) 15 cm; c) 16 cm; d) 13 cm.

SUBIECTUL al III-lea

Scrieti rezolvarile complete.

1. O persoana cheltuieste o suma de bani astfel: in prima zi 30% din suma, a doua zi 2—70 din
suma si 1n a treia zi un sfert din suma.

a) In care zi a cheltuit cel mai mult?
b) Daca dupa cele trei zile persoanei i-au ramas 200 de lei, aflati valoarea sumei initiale.
2. Se considera expresia E(z) = (22 + 3)? — 3z(1 — z) + 2(z + 3)(z — 3) — (3z — 2)?, unde
x € R.

a) Ardtati ca (3z —2)? = 92% — 122 + 4.
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b) Demonstrati ca F(z) = 2z — 13, unde = € R.
3. Se considerd a = V12 + /8 — /24 sib= 18 — /54 4+ V/27.
a) Determinati valoarea raportului numerelor b si a.
b) Aratati céa-(\/§+\/§+\/6) =46 — 2.
4. In figura alaturata triunghiul M N P este M
isoscel, cu MN = MP si <M = 36°.
Punctul 7' € (M P), astfel incat [NT este

bisectoarea unghiului <M NP. T
a) Aratati ca triunghiul TM N este isos-
cel.
b) Demonstrati ca PN? = PM - PT. N P
5. In figura alituratd, ABCD este un pitrat D C

cu AB = 40 cm, in care s-a inscris un cerc.
a) Determinati lungimea cercului.
b) Aratati ca suprafata hasurata este
mai mare de 340 cm?. (Se foloseste
faptul ca 3,14 < 7 < 3,15).

6. In figura alaturata este reprezentata o cu- D
tie sub forma unei prisme patrulatere re- :
gulate ABCDA'B'C'D', cu AB =5 cm si :

AA" =10 cm. A4' : B'

a) Aflati lungimea segmentului [AC"].

b) Aflati masura unghiului dintre pla-
nele (A’AC) si (A AB).

Testul 4
Florentina-Alina Stefan®

SUBIECTUL I
fncercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.

1. Rezultatul calculului (1/0,16 : 0,4 — 4) : 3 este:

a) -1; b) 0; c) 2 d) 1.
2. Fie a, b numere reale nenule. Daca (a — b)? = 49 si ab = 30, atunci a® + b? este egal cu:
a) 49; b) 79; c) 109; d) 19.

3. Produsul a doua numere naturale pentru care cel mai mare divizor comun al lor este 9 si
cel mai mic multiplu comun comun este 54 este:

® Lect.univ.dr., Universitatea din Pitesti, florentina.stefan@upit.ro
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a) 63; b) 486; c) 1 d) 6.
4. O solutie reald a ecuatiei (22 + 2)(x + 2)? = 0 este:
a) -2; b) 4; c) 0; d) 8.
5. Numarul submultimilor multimii A = {z € N*: |x + 1| < 3} este egal cu:
a) 2; b) 4; c) §; d) 16.
6. Andreea afirmé c& dintre numerele a = =5 si b = (_12):22 ™ cun € N* mai mic este numarul
b. Afirmatia ei este:
a) adevarata; b) falsa.

SUBIECTUL al II-lea

Incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.

1. Aria unui triunghi ABC cu AB = 6 cm, AC' = 8 cm si semisuma masurilor unghiurilor
<B si <C egala cu 75° este:

a) 32 cm?; b) 16 cm?; ¢) 12 em? d) 24 cm?.

2. Fie triunghiul MNP si I centrul cercului inscris triunghiului. Daca masura unghiului
<INIP = 130°, atunci masura unghiului <M este egala cu:

a) 100°; b) 80°; c) 20°; d) 60°.

3. Fie un plan « orizontal si AB o dreapta oblica, astfel incat punctul A € «, iar B un punct
exterior lui. Daca lungimea segmentului [AB] este egala cu 24/3 cm iar mésura unghiul pe
care 1l face dreapta cu planul este de 30°, atunci proiectia dreptei in planul o este egala cu:

a) 4v/3 cm; b) 2 cm; c) 3 cm; d) v/3 cm.
4. Se considera in planul zOy punctele: A(3;2), B(—2;3) si C'(4,5). Lungimea medianei
dusa din varful A este egala:

a) 4 u.m; b) 4v/2 w.m; ¢) 2 u.m; d) 2v/2 u.m.

5. Lungimea diagonalei unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile proportionale cu 3,4,
5 si volumul egal cu 480 cm? este egald cu:

a) 60 cm; b) 8 cm; c¢) 30 cm; d) 10v/2 cm.

6. Se considera prisma triunghiulara regulata dreaptda ABCA'B'C" cu AB =6 cm si AA" =
cm. Tangenta unghiului dintre dreptele A'B si CC” este egala cu:

a) 4 b) 1; c) 3 d)

3 3

=~

SUBIECTUL al III-lea
Scrieti rezolvarile complete.

1. Fie numerele reale pozitive, nenule a si b. Demonstrati ca daca suma lor este egala cu
21/2, atunci produsul lor este mai mic sau egal cu 2.

2. Se considers numerele: a = \/(v/3 4 2)2 + \/\/§+3\/§- \/3\/5— V2 + 2+1\/§ si
b= \/3—4v/4— 23+ VT + 43

a) Aratati caa =9.
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b) Determinati media geometrica a numerelor a si b.
3. Fie functia liniara f : R — R, care indeplineste conditia f(z + 1) =2z + 1.

a) Determinati functia.
b) Si se determine solutia pozitiva a ecuatiei f(z) = 2 — 4.
4. Determinati valoarea minima a expresiei E(z,y) = 22 — 4x + y? + 6y + 12, oricare ar fi z,
y numere reale.
5. Fie triunghiul ABC' cu lungimile laturilor egale cu a, b, c € R’ , numere care satisfac relatia

(a—8)% + Vb2 —8b+ 16 + 1/ (c — 4V/3)? = 0.

Fie M mijlocul lui [BC], m(<AMB) = 120° si AD L BC, D € (BC'). Determinati:

a) natura triunghiului ABC.
b) daca triunghiul ABC este dreptunghic in A, cu BC' = 8 cm, AC = 4 cm si AB = 44/3
cm, calculati distanta de la punctul D la dreapta AM.
6. Sectiunea axiala ABB’A’ a unui cilindru circular drept este un patrat. Punctele A, M, B, N
sunt situate pe cercul ce reprezinta baza cilindrului (in ordinea data), astfel incat AM BN
este patrat, iar distanta de la punctul A’ la dreapta M B este egala 61/6. Aflati:

a) aria desfasurarii laterale a cilindrului.
b) sinusul unghiului format de dreptele A'M si AN.

Testul 5
Adrian Turcanu®

SUBIECTUL I
incercuiegte litera corespunzatoare raspunsului corect.

1. Numarul divizorilor naturali ai numarului natural 8 este:

a) 2; b) 4; c) 6; d) 8.
2. Daca A =1{2,3,5,7} si B=1{2,5,7,8,9}, atunci suma elementelor multimii A N B este:
a) 9; b) 11; c) 14; d) 34.
3. Produsul celor mai mici 4 patrate perfect nenule este:
a) 10; b) 576; c) 0; d) 24.
4. Dupa o scumpire cu 15% un produs costa 92 de lei. Pretul produsului inainte de scumpire
a fost:
a) 90 lei; b) 85 lei; c) 80 lei; d) 78 lei.

5. Numarul vizitatorilor unei expozitii de pictura in fiecare zi a unei anumite saptamani este
dat in tabelul de mai jos:

Ziua Luni | Marti | Miercuri | Joi | Vineri | Sambata | Duminica
Nr. vizitatori | 150 | 200 180 225 | 240 590 870

Difenta dintre numarul de vizitatori in ziua de duminica si numarul de vizitori in ziua de
joi este de:

6 Lect.univ.dr., Universitatea din Pitesti, adrianturcanu85@yahoo.com
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a) 690; b) 745: ¢) 650; d) 645.

6. Meciul de fotbal Romania - Italia a inceput la ora 19:00, iar primul gol al partidei s-a
marcat in minutul 38 al primei reprize. Arbitrul a decis sa fluiere finalul primei reprize
la ora 19:46 acordand un minut de prelungire. Alin afirma: “Din momentul marcarii
primului gol si pana la pauza au trecut 7 minute”. Cum este afirmatia lui Alin?

a) adevarata; b) falsa.

SUBIECTUL al Il-lea
incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.

1. Care este numarul dreptelor determinate de 4 puncte distincte, oricare 3 necoliniare?
a) 1; b) 3; c) 6; d) 10.

2. Intr-un dreptunghi cu perimetrul 36 cm, lungimea este cu 4 cm mai mare decat latimea.
Aria dreptunghiului este:

a) 320 cm?; b) 77 cm?; c¢) 100 cm?; d) 54 cm?.

3. Masurile a doua unghiuri complementare sunt direct proportionale cu 3 si 7. Diferenta
dintre masurile celor doua unghiuri este egala cu:

a) 10°; b) 26°; c) 30°: d) 36°.

4. In triunghiul dreptunghic ABC, ZA = 90°, Z/C' = 30°, AD L BC, D € (BC) si
AD = 6+/3 cm. Aria triunghiului ABC' este egald cu:

a) 12(3 ++/3) em?; ¢) 72v/3 em?;
b) 144 cm?; d) 72 cm?.

5. O cofetarie confectioneaza banuti de ciocolata de forma circulara cu raza 1,5 cm si inaltimea
de 4 mm. Care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata?

a) volumul a 1000 de banuti de ciocolata este mai mic decat 2800 cm?;
b) volumul a 1000 de banuti de ciocolatd este mai mare decat 2,8 dm?;
¢) volumul unui banut de ciocolatd este egal cu 3 cm?;
d) volumul a 100 de banuti de ciocolatd este mai mare decat 2,8 dm?.
6. Un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile 15 ¢cm, 10 cm si respectiv 6 cm. Care este
lungimea diagonalei paralelipedului?

a) 18 cm; b) 19 cm; c) 25 cm; d) 31 cm.

SUBIECTUL al III-lea
Scrieti rezolvarile complete.

1. Daca grupam elevii dintr-o clasa cate 4 sau cate 7 raman de fiecare data doi elevi negrupati.

a) Explicati de ce nu pot fi 22 de elevi.
b) Determinati numarul minim de elevi din clasa, stiind ca sunt mai mult de 10 elevi.
2. Fie expresia F(x,y) = 2*> +y*> — 3zy, z,y € R.

a) Calculati E(1,2).
b) Determinati elementele multimii A = {a € (0, 00)|E(3a,a) > 25}.
3. Fie f: R =R, f(z) =2 —2a, a € R.
. fm)—f(n)

1 este constanta.
m—n

a) Aratati ca pentru orice m,n € N, m # n, valoarea raportulu
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b) Determinati valorile lui a astfel incat aria triunghiului determinat de graficul functiei
f cu axele de coordonate sa fie egala cu 32.
4. Fie ABCD un patrat cu aria 64 cm? si P € (AB) astfel incat AP = 3PB.

a) Calculati perimetrul patratului ABC'D.
b) Calculati aria trapezului PBCD.
5. Lungimile catetelor AB si AC' ale triunghiului dreptunghic ABC sunt invers proportionale
cu 0,2 si respectiv 0, 08(3).

a) Aratati ca 12AB = 5AC.
b) Stiind ca perimetrul triunghiului ABC' este egal cu 120 cm, determinati aria triun-
ghiului.
6. Un ornament are forma unei piramide patrulatere regulate VABCD cu latura bazei
AB =12 cm si apotema VM = 10 cm, unde M este mijlocul laturii BC'.

a) Daca VO este naltimea ornamentului, aratati ca VO = 8 cm.
b) Stiind ci densitatea materialului din care este este facut ornamentul este 8.5 g/cm?,
calculati masa ornamentului.
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Teste pentru examenul de Bacalaureat, specializarea Stiinte ale naturii

Testul 1

Adina Florina Militaru®

SUBIECTUL I

6.

S4 se arate ci /8 — \/3, 2\/5, V/8+1+/3 sunt termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice.
Fie f: R — R, f(z) = 2z — 5. S& se determine a € R astfel incat punctul A(a® + 1,a) se
gaseste pe graficul functiei f.

Sa se rezolve In multimea numerelor reale ecuatia log,(z + 1) + logy(x — 1) = 2.

Sa se calculeze probabilitatea ca, alegand un numar din multimea numerelor naturale de
doua cifre, acesta sa aiba produsul cifrelor 8.

In reperul cartezian XOY se considers punctele A(2,3), B(4,5), C(6,9). Sa se determine
ecuatia medianei dusa din varful B al triunghiului ABC'

Sa se calculeze cos? 40° + cos? 50°.

SUBIECTUL al Il-lea

1.

1
. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie v xy = —xy + - + -y + =,

Se considera matricele A = ( é _33 ), B = < ?) } > si M(a) = aA+ B, unde a este un

numar real.

a) Sa se calculeze det A.
b) Sa se determine a € R, stiind ca suma elementelor matricei M(a) + M(a — 1) este
egala cu 23.

¢) Sa se determine a € R astfel incat det M(a) = 9.
2

9 3 3 3
z,y €R.

a) Sa se arate ca 3+ (—1) = 1.

1 1 1
b) Sa se arate ca x xy = (gx—i-l) (gy—i-l) -3 x,y € R.

c¢) Sa se rezolve in R ecuatia z x x =

Wl Do

SUBIECTUL al IIl-lea

1.

2.

Fie functia f: R = R, f(z) = 2% + 322 — 4.

a) Sa se calculeze f'(x).

/
b) Sa se calculeze lim M

c¢) Sa se determine punctele de inflexiune ale graficului functiei f.
Fie functia f : [0,1] = R, f(z) = Va2 + 1.
1
a) Sa se calculeze / f*(z)dx.
0
1
b) Sa se calculeze/ f(x)f'(x)dx.
0
1

c) Sa se Calculeze/ zf(z)dz.
0

! Profesor, Grupul Scolar Constructii de Masini, Colibasi, popescuadina93@yahoo.com
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Testul 2

Marius Macarie?

SUBIECTUL I

1. S& se demonstreze cd numarul z = (3 +4)% + (3 — i)* este intreg.

2. Fie x; si o solutiile reale ale ecuatiei 2 — mxz + 1 = 0. S& se determine valorile reale ale
lui m pentru care (r; — 9)? = 5.

3. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia |2z — 4| = |z + 3|.

4. Sa se afle numarul de elemente ale unei multimi care are exact 12 submultimi ordonate de
doua elemente.

5. In sistemul cartezian de coordonate 0y se considera punctele O(0,0), A(2, —3) si B(3, —2).
Sa se determine cosinusul unghiului format de vectorii OA si OB.

6. Se consideri triunghiul ABC cu AB = 6v/3, A = % si B = % Sa se calculeze BC'.

SUBIECTUL al II-lea

1

), unde a este un numar real, a € (0, 00).
Ina—1 Ina

1. Se considera matricea A (a) = <

a) Sa se arate ca det(A(e) + A(1)) = 2.
b) Sa se calculeze A%%(qa).
¢) S& se determine matricele X € My(R) cu proprietatea X2 = A(e?).
2. Pentru z,y € [0,00) se defineste legea de compozitie  x y = log, (27 + 2¥ — 1).

a) Sa se arate ca 0«1 = 1.
b) Sa se arate ca legea de compozitie ,,x” este asociativa.
c) Sa se rezolve ecuatia g xx % ... xx = .

de 2020 ori

SUBIECTUL al ITl-lea

1. Se considera functia f : R — R, f(z) = i

Vit 1
flo) = f(1) _ V2

Sa te ca lim —————= = —.
a) i se arate cd lim ——— 1
)

b) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale spre —oo la graficul functiei f.
c) Sa se afle imaginea functiei f’.
2. Se considera functia f: R —- R, f(z) =z -2

2ln2 -1

1

Sa te ca dr =

a) Sa se araeca/f(a:) x 75
0

2
2
b) Sa se calculeze / @daz.
1

c) Sa se arate ca orice primitiva a functiei f are exact un punct de inflexiune.

2 Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, macariem@yahoo.com
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Testul 3

Monica Dumitrache?

SUBIECTUL I

Aratati ca 1071 +10° + 10! = 11, 1.
2. Se considera functiile f,g: R — R, f (z) = 2x+ 1, g (r) = —bx — 1. Stabiliti in ce cadran
se afla punctul de intersectie al graficelor celor doua functii.

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia v/23 + 22 + 5x + 6 = .
Pretul unui laptop se ieftineste de ,,black friday” cu 15% si apoi se scumpeste cu 10%.
Determinati pretul initial al laptopului stiind ca pretul final este de 1496 lei.

5. In triunghiul ABC, punctele M, N si, respectiv P, sunt mijloacele laturilor AB, BC' si,
respectiv AC. Determinati ‘MB —~ NB+ NP‘ stiind ca BC' = 10 cm.

—_

W

. 4
6. In triunghiul ABC dreptunghic in A avem ctg B = 3 Determinati cos B.

3 1
1 3 siC:<Zi>.
11

SUBIECTUL al II-lea
. o . 01 1
1. Se considera matricele A = < 110 ), B = (

a) Aratati ca AB = C.
b) Demonstrati ca det(AB) # det(BA).

1 01
¢) Determinati matricea X stiind ca X - ( 1 10 ) =(2 5 3).
011
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa

x®y:xy—\/§x—\/§y+2+\/§.

a) Aratati cd 0 ® v/2 = V2.
b) Rezolvati in R inecuatia z ® 2 < 2 + /2.
¢) Rezolvati in R ecuatia 2% ® 4% = /2.

SUBIECTUL al ITl-lea
1. Se considerd functia f: R = R, f(z) = (2% + 3z + 2) €.

x)— f (=2 1
a) Aratati ca lim @)= f(=2) =——.
’ z——2 T+ 2 e2
b) Determinati ecuatia asimptotei orizontale catre —oo la graficul functiei f.

c¢) Determinati intervalele de convexitate si concavitate ale functiei f.

6x
2. Se considera functia f : R - R, f(7) = ——.
o T =T
1
a) Aratati ca / (12 — f*(x)) do = 3.
0
b) Demonstrati ca aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei f, axa Oz si
dreptele de ecuatie x = 0 si = 1 este mai mica decat 2.

1
2
1
c¢) Calculati /f(m) V3.2 i dx.
x
0

3 Profesor, Colegiul Economic ,,Jon Ghica”, Targoviste, dumitrache_-mOnica@yahoo.com
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Testul 4
Mihai Florea Dumitrescu®
SUBIECTUL I
4
1 3
1. Aflati partea reala a numarului z = —3 + éz) ,i2 = —1.

2. Se considerd functiile f: R - R, f(z) =2 +2x+2sig: R = R, g(z) = —mz + 1,

m € R. Aflati m € R, astfel incat (fog) (1) + (go f)(0)=0.

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log, V210e = 3 — .

4. Calculati probabilitatea ca, alegand un numar din multimea {0!, 1!, 2!/ 3!, ... 20!}, acesta
sa fie divizibil cu 100.

5. In sistemul cartezian 2Oy se considera dreapta d : * — y + 5 = 0. Gasiti doua puncte
distincte pe dreapta d, egal departate de originea axelor de coordonate.

6. Fie triunghiul ABC cu AB =5, AC =6 si BC' = 9. Calculati sin A.

SUBIECTUL al II-lea

©

1 -1 -1
1. Se considera matricea A = 0o 1 -1
0 0 1

a) Calculati det (2A).
b) Calculati A + A20%1,
¢) Rezolvati in M3 (R) ecuatia X - A = A"
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie zoy = xy — 21z — 21y + 462.
a) Aratati ca x oy = (v — 21) (y — 21) + 21 pentru orice numere reale x si y.
21
b) Aflati a € Z, astfel incit —— € Z.
ao
¢) Aflati un numar natural a, astfel incat a o a este patrat perfect.

SUBIECTUL al Ill-lea

-1
1. Se considera functia f: (1,00) = R, f(z) = (x —1)In a

a) Calculati lim f(x)

T—r—+00 ;1;'2
b) Aflati intervalele de monotonie ale functiei f.

c) Aratati ca functia f este convexa pe intervalul (1, c0).
1

2. Se considera integrala I,, = /f—dm, n € N*.
zt+1
0
a) Calculati I;.

b) Calculati I3.
1
c) Aratati ca I, < 3

4 Profesor, Liceul ,,Stefan Diaconescu”, Potcoava, florin14mihai@yahoo.com
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Testul 5

Raluca Mihaela Georgescu®

SUBIECTUL I

1.

2.

@

6.

Sa se determine primul termen al unei progresii geometrice (b,)n>1, In care bs = 32 si
b, = 128.

Fie functia f: R = R, f(x) =22+ (m + 2)z — m + 3, m € R, cu rdd&cinile z1, z5. S& se
determine valoarea parametrului real m pentru care 5z1xo — 4(x1 + x9) = 3.

Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 3***1 — 10-3% +3 = 0.

Sa se calculeze probabilitatea ca alegand un numar din multimea {1,2,3,4,5}, acesta sa
verifice relatia n! 4+ 3n < 25.

Sa se determine lungimea inaltimii dusa din varful A al triunghiului ABC, cu A(1,2),
B(5,-3), C(—1,4).

Sa se afle aria triunghiului ABC, stiind ca AB =5, BC'=6gi tgB = 2.

SUBIECTUL al II-lea

1.

2.

4 4
-5 =5
a) Sa se calculeze det(M(5)).
b) Sa se verifice ca M (a)M(b) = M(a + b — ab).
c) S& se determine a € R astfel incat (M(a))? = M(—3).
Pe multimea G = (3, 00) se definegte legea de compozitie ” 7, zxy = zy — 3(z +y) + 12.

Se considera matricele A = < ) si M(a) = I, + aA pentru orice a € R.

a) Sa se arate ca v xy = (z — 3)(y — 3) + 3, pentru orice z,y € G.
b) Sa se rezolve in G ecuatia z % x *x x x x = .

c) S se calculeze /4 % /5 * - - % v/2021.

SUBIECTUL al Ill-lea

1.

2.

Fie functia f : R — R, f(x) = In(2? + 1) — z.

a) Sa se calculeze f'(x).

b) Sa se determine ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul de abscisa z = 1
situat pe grafic.

c) Sa se arate ca functia nu admite puncte de extrem.

-1
Fie functia f : (—=1,00) = R, f(z) = B2tz +1

1

a) Sa se calculeze /(962 + 1) f(z)dz.

0
b) Sa se arate ca orice primitiva a functiei f este descrescatoare pe intervalul (—1, 00).

c) Sa se determine acea primitiva F' a functiei f pentru care F'(0) = 1.

® Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, gemiral@yahoo.com
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Teste pentru examenul de Bacalaureat, specializarea
Matematica-Informatica

TESTUL 1

Raluca Mihaela Georgescu®

SUBIECTUL I (30p)
3+ 2

1. Sa se afle modulul numarului complex z = 53 (5p)

— 3
2. Fie f: R = R, f(z) = 2*— (m+2)z+m? m € R. S4 se determine valoarea parametrului
real m astfel incat varful parabolei asociate functiei f sa se afle in al doilea cadran. (5p)
3. Sa se rezolve In R ecuatia 21og,(2* — 1) + 1 = log, (4" — 1). (5p)

4. Sa se determine probabilitatea ca, alegand un numar cu cel putin doua cifre distincte din
multimea A = {0, 1,2, 3}, acesta sa aiba trei cifre. (5p)

5. In sistemul cartezian XOY se considers punctele A(4,4), B(1,2), C(0,2). Sa se determine
coordonatele unui punct C' situat pe axa Oz, astfel incat aria triunghului AABC sa fie 3. (5p)

6. Sa se afle aria triunghului AABC, stiind ca AB =6, AC = 10, ctg A = 3. (5p)
SUBIECTUL al II-lea (30p)

mx + 2y + 3z =0
1. Fie sistemul omogen de ecuatii liniare { 2z 4+ 3y +mz=0 , m € R.
3r+my+22=0

a) Sa se determine m astfel incat sistemul sa aiba solutie unica. (5p)
b) Sa se rezolve sistemul pentru m = 1. (5p)
¢) Pentru m = —5, sd se determine acea solutie (o, o, 20) a sistemului pentru care xo + yo +
2o = 0. (5p)
2. Pe multimea G = (0,00) \ {1}, se defineste legea de compozitie x x y = x'°& Y.
a) Sa se calculeze 2 x 16. (5p)
b) Sa se arate ca legea de compozitie este bine definita. (5p)
c) Sa se rezolve in multimea G ecuatia \/x *  x 22 = 4. (5p)

SUBIECTUL al ITI-lea (30p)
1. Fie f : R = R, f(z) = Va? + 3z + 4.

a) Sa se calculeze f'(x). (5p)

b) Sa se determine ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa x = 0 situat

pe graficul functiei. (5p)
7

c) Sa se arate ca f(x) > \/7_, VzeR. (5p)

! Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, gemiral@yahoo.com
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1
2. Se considera sirul (I,)n>0, In = / (3x + 2)"e"du.
0

a) Sa se calculeze I. (5p)
b) Sa se arate ca I, + 3nl,_; = 5" — 2", n € N*. (5p)
c) Sa se arate ca lim I, = oc. (5p)
n—oo
TESTUL 2

Marius Macarie?

SUBIECTUL I

1. Determinati numarul complex z, stiind ca 2z — 3z = —4 4 10:.

2. Determinati cel mai mare numar intreg pentru care graficul functiei f: R — R, f(z) =

222 — 7x + m — 1 intersecteaza axa Oz in doud puncte distincte.

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia logs (22 — 5x + 6) — 2logy x = 0.

4. Calculati probabilitatea ca alegand un numar din multimea numerelor naturale de trei
cifre, acesta sa aiba cifra zecilor numar prim.

5. In sistemul cartezian 2Oy se consideri punctele A(1,3), B(=2,1), C(—3,—1). Si se
determine coordonatele ortocentrului triunghiului ABC.

5 3
6. Calculati tga, stiind ca sina = I3 siaé€ <7T, g)

B

SUBIECTUL al II-lea

1 1 1
1. Se considera matricea A(x,y)=| 1 = y |, x,y€eR.
1 1'2 y2
a) Calculati det A(—1,2).
b) Aratati ca det A(x,y) = (x — 1)(y — 1)(y — x), pentru orice numere reale x,y.
¢) Determinati matricea Z € M3(R) astfel incat A(—1,2) - Z = A(2,0).
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa

roy=3zy —6(z+y)+ 14

a) Demonstrati ca z oy = 3(x — 2)(y — 2) + 2.

b) Rezolvati in R ecuatia 2% 0 4% 0 8% = 2.

¢) Determinati numarul real nenul a, stiind ca f(z) o f(y) = f(z + y), pentru orice
numere reale z gi y, unde f : R - R, f(z) =a-e” + 2.

SUBIECTUL al III-lea
1 2

1. Se considera functia f: (=2,00) — R, f(x) = wf;)
x

3 —In(z + 2)

(x+2)2 7

b) Determinati ecuatia dreptei care trece prin A (1,2) si este paralela cu tangenta la
graficul functiei f in punctul de abscisa x = —1, situat pe graficul functiei f.

¢) Determinati intervalele de convexitate si concavitate ale functiei f.

a) Aratati ca f'(z) = x € (—2,00).

2 Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, macariem@yahoo.com
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1—-2020-1lnz

2. Se considera functia f: (0,00) = R, f(x) = 5031
T

Inz

a) Demonstrati ca functia F': (0,00) = R, F(z) = —5;
T

este o primitiva a functiei f.
2

b) Calcula’gi/ 22 f(2)d.
1

“ 1
¢) Determinati a > 1 astfel incat /1 F(z)- f(z)dx = GYRTITE
TESTUL 3
Maria-Crina Diaconu ®
SUBIECTUL I (30p)
1. Sa se calculeze 3+ 8 + 13 + ... 4 353. (5p)
2. Fie ecuatia (m — 1)a® + (2m — 3)z + m = 0. Sa se determine m € R astfel incat ecuatia
sa aiba doua solutii de semne contrare. (5p)
3. Sa se rezolve ecuatia 3n! + (n+ 1)! = 32(n — 1)! (5p)

4. Sa se determine numarul functiilor f : {1,2,3} — {4,5,6}, astfel incat f(2) =5. (5p)

5. Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A(—1,2) si face cu semiaxa pozitiva
Oz un unghi de 30°. (5p)

1
6. Sa se rezolve in R ecuatia 2 cos? % =5 (5p)

SUBIECTUL al II-lea (30p)

' e (123 45 (1 2 3 45
1.F1epermutar11ea—<2 31 5 4>7T—<2 15 4 3>€S5

a) Sa se determine numarul de inversiuni ale permutarii 7. (5p)

b) Sa se determine cel mai mic numéar natural n € N pentru care 0" = e, e permutarea
identica. (5p)

c) Sa se rezolve in S; ecuatia x -0 = 7. (5p)

2. Se considera H = [0, 1) si legea de compozitie z xy = {x —y + 1}, unde {a} este partea
fractionara a numarului a.

2 1
a) Sa se calculeze — * —. (5p)
3 4
b) S& se rezolve in H ecuatia x x z * x = 5 (5p)
c) Sa se stabileasca daca legea de compozitie ”x” admite element neutru. (5p)

SUBIECTUL al III-lea (30p)
_ 1+1In(z—1)
1. Fie f: (1,00) = R, f(z) = ———.
Vo —1

3 Asist. univ. dr., Universitatea din Pitesti, crynutza_25@yahoo.com
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a) Sa se studieze monotonia functiei f si sa se determine punctele de extrem. (5p)
b) Sa se studieze existenta asimptotelor la graficul functiei. (5p)

c) Daca m € R, sa se determine numarul solutiilor reale ale ecuatiei f(z) =1—m. (5p)

: x
2. Flef:R%R, f(I) :m

1

a) Sa se studieze paritatea functiei si sa se calculeze / f(z)dz. (5p)
-1

b) Sa se calculeze / J@) cos xdx. (5p)

/2 X
c) Sa se studieze daca functia F': R — R, F(z) = / f(t)dt este bijectiva. (5p)
0

TESTUL 4

Adrian Turcanu*

Subiectul I (30 puncte)

1. Determinati partea intreaga a numarului log, 352.

2. Fie f: R = R, f(z) = 2> + mz — 5, m € R. Determinati multimea valorilor lui m pentru

care graficul functiei f este tangent la axa Oz.

Rezolvati in R ecuatia 2% + 5% = 7%,

4. Dintr-o echipa formata din 7 barbati si 4 femei se alege un comitet format din 4 persoane.
Determinati numarul de comitete care contin cel putin un barbat.

5. Calculati raza cercului circumscris triunghiului ABC' gtiind ca AB =4 ¢cm, BC =5 cm si
AC =T cm.

6. Determinati = € [0, 7] astfel incat sin®z + cosz = 1.

©w

Subiectul al II-lea (30 puncte)

1 2 3
1. Se considera matricea A(m) = | —1 2 0
m 2m 1-—m

a) Calculati det(A(3)).
b) Determinati multimea valorilor lui m pentru care matricea A(m) este inversabila.

c) Rezolvati in R ecuatia Tr(A%(m)) = —10, unde Tr(A) este urma matricei A.
2. Se considera pe R legea de compozitie x oy = 2y — 3x — 3y + m, m € R.

(1)

a) Aratati ca “o” este comutativa pentru orice m € R.
b) Determinati m astfel incat “o” sa aiba element neutru.

c) Daca m = —7, determinati valorile reale ale lui z astfel incat (rox)ox = 0.

4 Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, adrianturcanu85@yahoo.com
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Subiectul al ITI-lea. (30 puncte)

T

L. Fie f: R = R, f(z) = ;55 Aratati ca:

a) f(z)- f(—x) = m, pentru orice z € R.
b) f este strict crescatoare pe R.

¢) f(z)+ f(—x) > 15, pentru orice € (—o0,4].
1
2. Fie I, = [e*(2" + nx), n € N.
0

a) Calculati Iy si I4.
b) Aratati ca I, = e.
c) Aratati ca I, = e — (n+ 1)1, +n(n+ 1), pentru orice n € N*.

TESTUL 5

Antonio Nuicd®

SUBIECTUL I (30p) SUBIECTUL I (30p)
1—i

1. Sa se determine partea reala a numarului vl (5p)
i
2. Sa se rezolve In R ecuatia [log,(z? — 1)| = 1. (5p)
3. Sa se determine m € R pentru care ecuatia 22> — ma + 1 = 0, are doua radacini reale
strict pozitive. (5p)
4. Sa se determine numarul functiilor injective f : {1,2,3} — {1,2,3} cu proprietatea
f(1) =1, f(2) =3. (5p)
5. S se rezolve in R ecuatia sin 3z = 1. (5p)

6. Sa se calculeze raza cercului Inscris in triunghiul ABC', pentru care AB = 6, BC = 10,

CA=38. (5p)
SUBIECTUL al II-lea (30p)
1. Fie f = X? —2X? —aX +2a, a € R.

a) Sa se determine radacinile lui f pentru a = 1. (5p)

b) Sa se determine radacinile lui f pentru a = —1. (5p)

c) Sa se arate ca pentru a € (—oo, —2), f nu are toate radacinile reale. (5p)
o Jr—y+2=1

2. Se considera sistemul (S): { rtytr=1"

a) Sa se rezolve sistemul. (5p)

b) Sa se determine solutia (xg, 3o, 20) & sistemului cu proprietatea —zo + yo + 20 = 1. (5p)

® Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, antonio_74nm@yahoo.com
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¢) Sa se determine solutiile (o, yo, 29) ale sistemului cu proprietatea 3 + y3 + 25 = 1. (5p)

SUBIECTUL al III-lea (30p)

1
1. Se considera functia f: R\ {1} = R, f(z) = v . '
x p—
a) Sa se determine asimptotele la graficul lui f. (5p)
b) Sa se determine punctele de intoarcere ale lui f. (5p)
c) Sa se determine punctele de inflexiune ale lui f. (5p)
b
2. Fie I(a,b) :/dex, a, b € R.
v +ax+1

a) Sa se calculeze I(2,1). (5p)
b) Sa se calculeze 1(0,1). (5p)

c) Sa se calculeze I(1,1). (5p)
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Teste pentru admiterea la facultate

Testul 1

Antonio Nuica®

SUBIECTUL I
Fie ecuatia 2> —axr +a —1=0,a € R.

a) Sa se determine o € R pentru care ecuatia are solutii reale distincte.

b) Sa se determine o € R pentru care ecuatia are o solutie dubla celeilalte.
ac%-‘,—ac%

c) Sa se determine o € R pentru care
T1+T2

SUBIECTUL al II-lea
Fie functia f : R — R, f(z) = /|22 —2|.

a) Sa se determine asimptotele la graficul functiei.
b) Sa se determine punctele de extrem si punctele unghiulare ale functiei.
c) Sa se determine punctele de inflexiune ale functiei.

d) Sa se calculeze f02 f(x)dz.
SUBIECTUL al IIl-lea
Fie AABC, unde A(5,—4), B(—1,2),C(5,1).

> 2x9x9, unde x1, r9 sunt solutiile inecuatiei.

a) Sa se determine aria triunghiului ABC.

b) Sa se scrie ecuatia naltimii din B.

c) Sa se determine distanta de la G la BC' (G fiind centrul de greutate al triunghiului).
Testul 2

Raluca Mihaela Georgescu?

a a a
SUBIECTUL I Fie matricele patratice A(a) € M3[R], A(a)={ 0 a a |, ae€R"
0 0 a
a) Sa se calculeze (A(a))";
6 10 14
b) Si se determine valorile parametrului real a pentru care A(a)+(A(a))>=| 0 6 10 |;
0 0 6

c) Sa se determine X € M;3[R] astfel incat A(a)X = X A(a);

det—A(a)—trA(a)—6:O.

d) Sa se rezolve ecuatia det A(a) + 6 tr Ala)
SUBIECTUL al IlI-lea

Fie functia f : (1,00) — (0, 00), cu proprietatile f'(z) — 24/ f(z) =0si f(1) =0.

a) Sa se determine f(z);
b) Sa se arate ca functia f este convexa pentru orice z > 1;

! Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, antonio_74nm@yahoo.com
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c) Sa se verifice daca graficul functiei f admite asimptote;
d) Sa se determine aria subgraficului delimitat de axa OX, graficul functiei g : (1,00) —

(0,00), 9(r) = 1L

SUBIECTUL al ITl-lea
In planul de coordonate XOY se considers punctele A(3,2) si B(2,6).

si dreptele de ecuatii x =2 si © = 3.

a) Sa se determine coordonatele unui punct C' astfel incat OABC' sa fie paralelogram;

b) Pentru C este aflat la punctul a), sa se determine coordonatele unui punct N astfel incat
AN _LOY si punctele B,C, N sunt coliniare;

¢) Pentru N este aflat la punctul b), sa se determine aria triunghiului ABN;

d) Sa se determine aria patrulaterului OABN.

Testul 3
D.M.I.3

Algebra si Elemente de analiza matematica

1. Sa se rezolve in multimea numerelor reale inecuatia:

Ver—1—r—2>1.

2. Se considera ecuatia: z* — 32 + 522 — 42 + 2m = 0.

a) Sa se determine parametrul real m astfel incat ecuatia sa admita radacina x; = 1+ 1.
b) Daca x; = 1+ i, 29, x3 §i x4 sunt radacinile ecuatiei date, sa se calculeze sumele:

Sy = |z + 2o + |xs]® + |zl

S; = x% + a3 + 23 + 77
ax® +bx + c
2+ 2x+c
a) S se determine asimptota orizontala.

b) In ce conditii graficul functiei admite cel putin o asimptota verticala?

c) Sa se determine a, b, ¢ astfel incat sa existe o singura asimptota verticala i graficul

sa intersecteze asimptota orizontala.
" 1
4. Se da integrala I,, = [

0 (t+2)(VE+1+1)

3. Fie functia de variabila reala f(x) = , (a, b, c parametri reali).

dt,n € N.

a) Calculati I,,.
b) Calculati limita sirului (Z,,),,.

Geometrie plana si in spatiu, Geometrie analitica si Trigonometrie

1. Fie ABC un triunghi oarecare. Se cere:

a) Sa se arate ca piciorul inaltimii din A si mijloacele laturilor triunghiului formeaza un
patrulater inscriptibil.

3 Universitatea din Pitesti, revista.matinf@upit.ro
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b) Sa se arate ca simetricul ortocentrului triunghiului fata de o latura a sa se gaseste pe
cercul circumscris triunghiului.

2. a) Sa se rezolve ecuatia sin’z + tg’r = —.
b) Sa se precizeze solutiile ecuatiei din intervalul [0, 27].

3. In sistemul de axe zOy se considerd punctele A(0,0), B(m,0),C(m—1,1+2m),m € (0, c0).
Se cere:

a) Sa se determine m astfel incat triunghiul format de cele trei puncte sa fie isoscel.
b) Sa se afle locul geometric al mijlocului medianei duse din C.
4. O piramida are ca baza triunghiul dreptunghic isoscel ABC' cu AB = AC' = a §i muchia
S A perpendiculara pe baza, SA = b. Sa se calculeze:

a) aria totala a piramidei;

b) masura unghiului diedru format de fetele [SBC] si [ABC] in cazul a = bv/2.

¢) aria sectiunii in piramida determinata de planul care trece prin SA si este perpendi-
cular pe BC.

(Admiterea la Universitatea din Pitesti, specializarile Matematica si Matematica-Informatica, 1999)
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Teste grila pentru admiterea la facultate

TESTUL 1
Mihaela Gabor!

1. Fie functia f : [1,00) = R, f(z) = V& — L ++/z + 24 — 10y/z — 1. Intervalul maxim pentru

care functia este constanta este:
a) [1,00); b) [2,3]; ¢ [1,26); d) [24,26]; e) O;

2. Valoarea lui x pentru care are loc egalitatea C! + C% + ... + C®~1 = 254 este:
a) x =10; b)xz=-10; c)x=38; d)x=100; e)x =>54;

3. Se dau multimile A = [1,2] U {3}, B = {1} U[2,3]. Sa se determine A x B.

a) aEiE ‘ i i
Fig. 1:

4. Pe multimea numerelor reale definim legea de compozitie: x xy = xy — 4o — 4y + 20. Fie S
suma solutiilor ecuatiei x *x x * x = —4. Atunci S este:
a) S=2; b)S=30; ¢)S=-15 d)S=0; e) S=5;
Calculati f(1) + f(2) + f(3) + ... + f(2021).

5. Se considera functia f : R — R, f(z) = ﬁ
2020. 2021 . 2022. 2019. 2021 .

a) Jm1 D) S5 ©) s D) 30 ©) 3o

6. Fie polinoamele f = aX™2 +bX"+25si g = (X —1)% f, g € R[X]

C) S = {(n7 _n)}; d) S = {(—TL,TL—I— 2)}7

Multimea S =

{(a,b)/f:g} este:
a) S ={(-1,-1)}; b) S ={(n,—n—2)}

e) S =0;
,a #bya,b e R. Sa se determine a, b astfel incat f(1) = 2 si tangenta la

7. Fie f(x) = £pars
graficul functiei in punctul de abscisa z = 2 sa fie paralela cu axa OX. Cu a, b determinati

calculati fol f(x)dz.
a)l; b)In2; ¢)1+4In2-3%; d) —In2; e) F;
. S —z3
8. Valoarea integralei [*" 2% ™3 dx este:
—% ¢)0; d)3; e) 3+ g;

a)3—2% b)

! Profesor, Colegiul National ,,C. Carabella”, Targoviste, mihaela_gabOr@Qyahoo.com
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9. Consideram functia f : [0,2] — R, f(z) =

{ mx + 3, pentru z € [0, 1] g fie 5§ =

%2 +n, pentru z € (1, 2]
{(m,n)/m,n € R} multimea valorilor parametrilor pentru care functia verifica conditjiile
teoremei lui Lagrange si C' = {c/c € [0, 2]} multimea valorilor punctelor ¢ care se obtin
aplicand teorema. Atunci:

a) S=(-1,005iC={5}; b)S=(-1,-1)siC={3}; ¢ S=(—3,-3)siC={1}
d)S=(1,1)siC ={2}; e)S=(1,3)si C={9};

10. Calculati expresia 5232 _ Ccojs?f,Vx € (0,%):

sin

a)2; b)4; ¢)0; d) e) -1;

11. Solutia ecuatiei (z +1) + (z+4) + (z +7) + ... + (x + 28) = 155 este:
a)x=1; b)z=-1; ¢)z=27;, d)x=100; e)x=>55

12. Ecuatia 25m@+2 4 25ne+3 — 5./2 are multimea solutiilor dati de:
a) S ={kn/keZ}; b)S={2kn+Z/kel}; c)S={-Z+kn/kelZ}; d)S=0;
e) S ={(2k +1)Z/k € Z}

13. Pentru blnomul (22 — \3%) suma coeficientilor binomiali este 512. Multimea S a solutiilor
ecuatiel g - Ty + x - Thp = 2 este:

2) S =1{- 11}7 b) §=0; ¢ S={2}); d)S={1}; e 5={6,8}

14. Fie f: (—1,00) = R, f(z) = Y2 4 —, k > 0. Atunci volumul V" al corpului de rotatie
marginit de graficul functiei f axa Oﬁ axa OY si dreapta © = 1 este:
a) V:?T(B;_;%Q +k*In2); b)V=m- 3;:5 ;) V=nk*In2; d)V=n(1+1In2); e)

V=n(1-1n2);

15. Sirul (a,)nen+ este convergent catre un numar real a daca gi numai daca este indeplinita
conditia:
a) Pentru orice ¢ > 0 exista un numar natural N (e) astfel incat |a,, — a| > ¢,Vn > N(e);
b) Exista ¢ > 0 astfel incat pentru orice m € N*, |a,, — a| < €,Vn > m;
c¢) Exista un numar natural m astfel incat pentru orice numar real M > 0 i pentru orice
n > m rezulta |a,| > M;
d) Pentru orice € > 0 exista un numar natural N (e) astfel incat |a, —a| < e,Vn > N(e);
e) Exista o vecinatate a punctului a notata V,, care lasa in afara sa o infinitate de termeni
ai girului dat.

TESTUL 2

Marius Macarie?

1. Daca g este inversa functiei bijective f: R — (2,00), f(z) = 5% + 2, atunci ¢g(7) este egal cu:
a)2; b)1l; ¢)-1; d)0; e)3.

2. Daca A={a €N | (a—2)X?*—aX —3a < 0,Vr € R}, atunci:
a) A={0,1,2}; b) A={0,1}; c)A = (0,%); d) A= {1}; e) A={0,1,3}.

2 Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, macariem@yahoo.com
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3. Suma solutiilor reale ale ecuatiei \/z + 14 — 8y/z — 2 = 3 este:
a) 27; b) 12; «¢) 48; d) 100; e) 54.

1+z\f 2022

4. Daca z = , atunci z este:

a)l; b)0; c)i; d)-1; e) —i.

g g ) Solutia ecuatiei X2"2! = A este:

202\1/?_ 202\1/5 202\1/7_,’_ 202\1/§ 1 1 5 2
a) X = < 20255 20275 ﬁ3ﬁ> b) X = (o 1 >; ¢) X = <2 5); d) X =
202\1/?+ 202\1/3 22()2\1/?7 202\1/5 2 202\1/g+ 202\1/5 202\1/57 202\1/5
< 202\1/73 202\1/§ 202\]/?3_ 202{[/3 > ; e) < 202\1/53 202{[/5 202\1/53_ 202\1/5 >
2 2 2 2

5. Se considera matricea A € My(R), A = (

6. Fie f: (0,00) — R, f(z) = e log, x. Atunci valoarea limitei lin% % este:
z—

t\v|“;‘:1
NE]

a)ln2; b)1; ¢)0; d) &

e) ex.

T+ Qy +32=3
7. In corpul (Zs, +,-) se considers sistemul { 2z +y+4z =3 , avand solutia (o, o, 20).
3z + Zly + 22 =3
Atunci valoarea z2 + y2 + 22 este:
a)l; b)0; ¢)3; d)2; e) 4

8. Se considerd polinoamele f, g,r € R[X], unde f = 22" —2X10M1 4 3X 44 ¢g= X% - X i
r este restul impartirii polinomului f la ¢g. Daca a = r(—2) atunci:

a)a=0; b)a=12; c¢)a=-1; d) a=2020; e) a=06.
9. Pe multimea G = (2020, 00) se definegte legea de compozitie ” o” prin
zoy = (x— 2020)°%072029 4 2020

Daci A={z € G/zoxo.. ox=2220"19020} ¢ S= 3 z, atunci:

de 2020 ori z€A

a) S =2020;: b) § = 0; c) S = 22020 4 272020 4 4040;: d) § = 22020 4 2020; ¢) 0.

10. Se considera functia bijectivd f : R — R, f(z) = ¢ +42° — 222 + 2 5i L = lim @
T—r00

Inz

Atunci:
a) L=0; b)L=4o00; ¢)L=1 d)L=e; e)L=4.

22019

11. Se considera functia f: R\ { 1} =R, f(z) = Fmrg st F: R \ {—1} — R o primitiva a

sa cu proprietatea F(l) 5057~ Atunci valoarea integralei fo (x)dx este:
: : . 1
a) sy ; b) 55 In2; ) 2021; d) 0; e) 557

12. Daca [ = f02 T d atunci:
a) [=2v2; b)I=32 ¢)I=1% d)I=1; e I=3.
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13. Limita sirului (a,),>1 cu termenul general a,, = (an® — 2n? + 3) sin
1 pentru:

a)a=1; bja=3% c¢)a=0; da=3% e a=3.

371443% este egala cu

14. Se considera functia f : (0,00) — R, f(z) = % Daca m este numarul punctelor de

extrem local ale functiei f, iar n este numarul punctelor de inflexiune ale functiei f si
S = m + n atunci:

a) S=1;, b)S=2 ¢)S=3 d)S=0; e S=4.

15. Valoarea integralei > ST ___ 7 este:

0 2sinz+3coszx

a)I=m+In3; b)I=4 o) l=x%r+m%); d)I=0; e I=1

TESTUL 3

D.M.I?
1. Fie A={z € R | 22 + ma — 1 = 0}, m € R. Multimea valorilor parametrului real m pentru
care AN (0,00) # O este
a) R; b) Q; C) (07 OO); d) (_0070); e) (_007_2) U (2,00)

2. Fie x1, o radacinile ecuatiei 2* — (2m + 1)z +m — 2 = 0. Avem

V2-1<B <o,
X2

daca gi numai daca

a)m € [—3,7); b) m € (—00,0]; ¢) m € [0,2]; d) m € @; e) m € (0,00).
3. Valoarea numarului (1 +iv/3)'%° + (1 — iv/3)'% este

a) _250; b) _350; C) _2100; d) 2100; e) 350.
2

22 — 4 1)1 2 _p4+1\"
4. Daca L; = lim (w) si Ly = lim (w) ,atunci Ly + Ly =

n—oo \2n2 +n +1 n—oo \2n2 +n +1
1 1 1
;b)) =+ = ;od) = L.
a) e )€~|—2 c) 0o )e e)

1 100
5. Termenul cel mai mare din dezvoltarea (Z + 4_1)

a) T50; b) To; C) T5s; d) Tou; e) T3y

6. Valoarea limitei lim { — — ctg%) este:
x—0 \
1 1 2 4
1 b) =: o d) 2. -
a’) I ) 37 C) 2’ ) 3’ e) 3
20 —y—z = 2
7. Valorile lui m € R pentru care sistemul r—2y+2z = 10 este compatibil determinat
r+my+z = 7

sunt

3 Universitatea din Pitesti, revista.matinf@upit.ro
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a)me[—2,2]; bymeR; ¢)me (—o0,—3]; d)me[-3,+oc0]; e meR\{-3}.
8. Restul impértirii polinomului X™ + X" 1 + ..+ X +1 € R[X], (n > 3) la polinomul
X(X = 1)(X —2) este

a) (2"—n—1)X2+(2n+1-2")X+1; b) (2"—n)X?+(2n—1-2")X+1; c) X?—(2"+1)X+1;
d) X2 +nX +1; e)2"X?+ (2n+1)X + 1.

0. _fllmax{(%)w,iﬂm}da::

a) 2 b) 25 o) oy d) 4 e) L

) M3’ 3’
10. Daca A = ( [1) ? ) € My(Z), atunci A+ A% + ...+ A0 =

a>(100 ?8); b)(loo 1110()); C)<(1) 11()); d)<(1) (1)); e)(_ol —01>

11. Ecuatia 22® — 922 + 122 +m = 0, m € R, are trei solutii reale distincte daca si numai daca

a)me[0,1; b)me (=5,—4); c¢)me[-4,00); d)me (—o0,—b); e) meR.

1 —1 1
12. Suma cuburilor solutiei ecuatiei 0gy(z — 1) = — este
logy(z?2 +2x—7) 3

a) 7; b)35; «¢)26; d)27; e) 34
13. [ (2* 4 3zsin®z)dx =
—3
7T2 7T4 7T4 7'l'4
a) §; b)Fi ¢ 87; d) T e) 0.
C 57
14. Solutia ecuatiei ﬁ =16 este
a)x=17; b)x=19; c)zx=14; d)z=8; e)z=6.
3 dx
15. [ =
5 (x+1)Va? -1

Raluca Mihaela Georgescu®

1. Valoarea parametrului real m pentru care punctul A(6,m) apartine mediatoarei segmentului
[AB], cu A(1,2) si B(5,8) este:

a)4; b)2; ¢)6; d)7; e)l

2. Se dau vectorii: 7 = —37 + 57, v = 2? — 57, W = —47 + 77. Atunci vectorul
2U — ) — 5 este:

a) 107 —87; b)107 +87; ¢) —107 +187 ; d) 127 —107; ) 127 +107 .

3. Aria triunghiului ABC cu AB = v/3+ 1, AC = 4V/2 si m(<A) = 15° este:

a) V3+2; b)2(v3+2); ¢)2 d)4; e)V3+1.

4. Valoarea expresiei F(x) = 4 [sin (227 + %) — cos (93 — g—r)} — 2 pentru x = 7 este

a)0;  b)v2 o) vV2-v6  d)V21+V3); el

4 Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, gemiral@yahoo.com




PROBLEME DE MATEMATICA PENTRU EXAMENE 67

5. In sistemul de axe ortogonale XOY se considerd triunghiul ABC, cu A(2,-3), B(3,5),
C(—1,4). Ecuatia inaltimii din A este:
a)r—2y+5=0;b)de+y—5=0;¢)3x+4y—7=0;d)—4dox+2y—3=0;¢e) dx+2y—5=0.
6. Valoarea pozitiva a parametrului real a_;;entru care vectorii W 4+ o si W — ¥ sunt perpendi-
culari, unde @ = 2a i +37 517: —4 1 +57 este

a) 2v2; b)) 2v3;,  ¢)3v2 A1 e)4

7. Fie triunghiul ascutitunghic ABC, cu AB = 5, AC = 2/2 si tg(fl) = 7. Atunci lungimea
laturii BC' este

a)5  b)VE 4 d)VI0 e 6.

8. Aria triunghiului determinat de intersectia dreptelor de ecuatii 2z —3y+11 =0, z+2y—12 =0
si —x + 5y — 16 = 0 este

a) 3; b) L ¢ 2 d) 4; e) 2.

9. Daca sinx = % siz € (g, 7r), atunci ctg x este

a)-3; b Z; C)—Z; d) % ;e -2

10. Coordonatele ortocentrului triunghiului ABC, cu A(6,—2), B(2,1), C(4,2) sunt:
a) H(4,2); b) H(—4,2); c¢) H(4,-2); d) H(2,4); e) H(—2,2).

11. Un triunghi dreptunghic isoscel are ipotenuza egald cu 61/2. Lungimea medianei cores-
punzatoare unei catete este

a)4; b)3; ¢)3v5; d)6v2; e)3V3.

12. Aria triunghiului ABC cu AB = /10, AC =4 si tg (B + C) = 3 este

a) 6; b) 24/10; c) 3; d) 5; e) 4.

13. Daca in triunghiul ABC' se cunosc AC' =4, BC = 6 i cos(24) = g, atunci sin B este:

1 1 1 1
a) 33 b) §; )~z d) g e
14. Coordonatele punctului C' de pe axa OX care apartine dreptei ce trece prin punctele A(2,1)
si B(—1,2) sunt:

15. Solutia ecuatiei sinx + cosz = 0, pentru z € (0, 27) este:

T T T o I T m 7w 4w T m 7m 5w
ws= {55 we= {555k o= {8555k 0s=-{§3 55

T m 5w 47?}
e>5—{6’§’??'
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PROBLEME DE INFORMATICA PENTRU
EXAMENE

Teste pentru examenul de Bacalaureat, specializarea Stiinte ale naturii

Testul 1

Catalina Enescu !

Limbajul C/C++

Filiera teoretica, profil real, specializare stiinte ale naturii

o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.

o Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.

o Identificatorii utilizati in rezolvari trebuie sa respecte precizarile din enunt (bold), iar in
lipsa unor precizari explicite, notatiile trebuie sa corespunda cu semnificatiile asociate acestora
(eventual in forma prescurtatd). Datele de intrare se considera corecte, validarea lor nefiind
necesara.

SUBIECTUL I (20 de puncte)

Pentru fiecare dintre itemii de la 1 la 5, scrieti pe foaia de examen litera cores-
punzatoare raspunsului corect.

1. Indicati o expresie C/C++ care are valoarea 1 daca si numai daca numarul natural

memorat in variabila intreaga x are exact doua cifre. (4p.)
a) x/100!=0 || x/10==0 c) x%100!'=0 || x%10==0
b) x/100==0 && x/10!=0 d) x%100==0 && x%10!=0

2. Pentru a verifica daca in tabloul unidimensional (3,6,9,15,16,20,25) exista elementul cu
valoarea x=18 se aplica metoda cautarii binare. Succesiunea de elemente a caror valoare
se compara cu x pe parcursul aplicarii metodei este: (4p.)

a) 4,16,20 b) 15,20,16 ¢) 15,16,20 d) 4,9,16,27

3. Variabilele i si j sunt de tip intreg. Indicati expresia care poate inlocui zona punctata
astfel incat, in urma executarii secventei obtinute, sa se afiseze pe ecran valorile alaturate

secventei. (4p.)

for(i=0;i<4;i++) 2016 1284

1 for(j=0;3<5;]j++) 19151173
cout<<......... <<y |
printf ("%d ",......... ) 18 14106 2

cout<<endl; | printf ("\n"); 1713 9 51
}
a) 20-4*i-j b) 20-4*i+j c) 20-i-4%] d) 20-i+4%]
4. O expresie C/C++ care are valoarea 20 este: (4p.)

! Profesor, Liceul Teoretic ,,Jon Cantacuzino”, Pitesti, catalina.enescu@yahoo.com
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a) abs(2)
b) ceil(19.75)

c¢) floor(19.25)

d) pow(10,2)
m=2020; n=1020;
while (...)

5. In secventa de instructiuni aldturati, toate
variabilele sunt de tip intreg. O expresie

care poate inlocui punctele de suspensie {
astfel Incat, in urma executarii secventei, Xx=m%n;
variabila m sa aiba o valoare egala cu cel m=n;
mai mare divizor comun al numerelor 2020 n=x;
si 1020 este: (4p.) }
a) m!=0 b) m%n!=0 c¢) n!=0 d) n!=m

SUBIECTUL al II-lea (40 de puncte)

Scrieti pe foaia de examen raspunsul corect pentru fiecare dintre cerintele
urmatoare.

1. Algoritmul urmator este reprezentat in pseudocod. S-a notat cu ajkb restul impartirii
valorii naturale a variabilei a la valoarea naturala a variabilei b.

a) Ce se va afisa pentru sirul de valori 2

46574307 (6p.)
b) Dati un exemplu de sir de cel putin
doua valori pentru care valoarea
afisata va fi 0. (6p.)
c¢) Scrieti in pseudocod un algoritm echi-
valent cu cel dat, inlocuind adecvat
structura cat timp...executa cuo
structura repetitiva de alt tip. (6p.)
d) Scrieti un program C/C++ cores-
punzator algoritmului dat.  (10p.)

citeste x (numar natural)
nr < O

cat timp x#0 executa

| citeste y (numar natural)
| daca x%2=y%2 atunci

| |  nr < nr+i1

| x <y

scrie nr

2. Variabilele intregi v1,v2 si v3 memoreaza, pentru fiecare dintre cei trei porumbei aflati
intr-o voliera, varsta acestora. Scrieti o secventa de instructiuni in urma executarii careia
sa se afiseze pe ecran varstele celor trei porumbei, in ordine crescatoare, separate prin

cate un spatiu.

. Variabila i este de tip intreg, iar variabila
c este de tip char. Scrieti ce se afiseaza
in urma executarii secventei de program

(6p.)
for(i=1;i<=7;i++)
{
if (i<=3) c=’a’+(1+i/2)*(i%2);
else c=’0"+(1-1%2)%*2;

alaturate. (6p.)
cout<<c; | printf ("%c",c);

}

SUBIECTUL al ITI-lea (30 de puncte)

Scrieti pe foaia de examen raspunsul corect pentru fiecare dintre cerintele
urmatoare.

1. Se citeste un numar natural n si se cere sa se scrie cea mai mare cifra impara din scrierea
acestuia in baza 10, sau -1 daca nu exista astfel de cifre. Scrieti, in pseudocod, algoritmul
de rezolvare a problemei enuntate. (10p.)
Exemplu: pentru n=5672883 se scrie 7.
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2. Scrieti un program C/C++ care citeste de la tastatura un numar natural, n (n€[2,100]),

apoi cele n elemente ale unui tablou unidimensional, numere reale din intervalul [-100,100],
dintre care cel putin unul este pozitiv si cel putin unul este negativ. Programul transforma
in memorie tabloul, inlocuind fiecare numar negativ cu valoarea sa absoluta, apoi afiseaza
pe ecran elementele tabloului obtinut. (10p.)
Exemplu: pentru n=10 si tabloul (2,5,2,4,-3,4,-2,-7,-2,9) se obtine (2,5,2,4,3,4,2,7,2,9).

Fisierul bac.in contine, in ordine crescitoare, cel mult 10° numere naturale din intervalul
[0,10%], separate prin cate un spatiu. Se cere si se afiseze pe ecran, in ordine strict
crescatoare, separate prin cate un spatiu, numerele distincte care apar in fisier. Proiectati
un algoritm eficient din punctul de vedere al memoriei utilizate si al timpului de executare.
Exemplu: daca fisierul contine numerele 55 6 7 8 8 8 8 10 15 16 16 25 25 49 pe ecran se
afiseaza, in aceasta ordine, numerele 5 6 7 8 10 15 16 25 49

a) Descrieti in limbaj natural algoritmul proiectat, justificind eficienta acestuia. (2p.)
b) Scrieti programul C/C++ corespunzator algoritmului proiectat. (8p.)

Testul 2

Catalina Enescu 2

Limbajul Pascal

Filiera teoretica, profil real, specializare stiinte ale naturii

o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.

o Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.

o Identificatorii utilizati in rezolvari trebuie sa respecte precizarile din enunt (bold), iar in
lipsa unor precizari explicite, notatiile trebuie sa corespunda cu semnificatiile asociate acestora
(eventual in forma prescurtatd). Datele de intrare se considera corecte, validarea lor nefiind
necesara.

SUBIECTUL I (20 de puncte)

Pentru fiecare dintre itemii de la 1 la 5, scrieti pe foaia de examen litera cores-
punzatoare raspunsului corect.

1.

Indicati o expresie Pascal care are valoarea true daca si numai daca numarul natural

memorat in variabila intreaga x are exact doua cifre. (4p.)
a) x div 100 <> 0 or x div 10 = 0 ¢) x mod 100 <> 0 or x mod 10 = 0
b) x div 100 =0 and x div 10 <> 0 d) x mod 100 =0 and x mod 10 <> 0

Pentru a verifica daca in tabloul unidimensional (3,6,9,15,16,20,25) exista elementul cu

valoarea x=18 se aplica metoda cautarii binare. Succesiunea de elemente a caror valoare

se compara cu x pe parcursul aplicarii metodei este: (4p.)
a) 4,16,20 b) 15,20,16 c) 15,16,20 d) 4,9,16,27

Variabilele i si j sunt de tip intreg. Indicati expresia care poate inlocui zona punctata
astfel incat, in urma executarii secventei obtinute, sa se afiseze pe ecran valorile alaturate
secventei. (4p.)

2 Profesor, Liceul Teoretic ,,Jon Cantacuzino”, Pitesti, catalina.enescu@yahoo.com
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for i:=0 to 3 do 2016 1284
begin 19151173
for j:=0 to 4 do
write(......... , ) 1814106 2
writeln; 1713 9 51
end;
a) 20-4%i-j b) 20-4*i+] c) 20-i-4%] d) 20-i+4%]
4. O expresie Pascal care are valoarea 20 este: (4p.)
a) abs(2) ¢) trunc(19.25)
b) round(19.75) d) sqr(10)
5. In secventa de instructiuni alaturata, toate m:=2020; n:=1020;
variabilele sunt de tip intreg. O expresie while ... do
care poate inlocui punctele de suspensie begin
astfel incat, in urma executarii secventei, X := m mod n;
variabila m sa aiba o valoare egala cu cel m := n;
mal mare divizor comun al numerelor 2020 n := x;
si 1020 este: (4p.) end ;
a) m<>0 b) m mod n<>0 ¢) n<>0 d) n<om

SUBIECTUL al II-lea (40 de puncte)

Scrieti pe foaia de examen raspunsul corect pentru fiecare dintre cerintele
urmatoare.

1. Algoritmul urmator este reprezentat in pseudocod. S-a notat cu aj%b restul impartirii
valorii naturale a variabilei a la valoarea naturala a variabilei b.

a) Ce se va afisa pentru sirul de valori 2

46574307 (6p.) citeste x (numar natural)

b) Dati un exemplu de sir de cel putin or < 0
’ ' ’ cat timp x<>0 executa

doua valori pentru care valoarea | citeste y (numar natural)

afisata va fi 0. (6p.) | daca x mod 2=y mod 2 atunci
c¢) Scrieti in pseudocod un algoritm echi- | |  nr < nr+i

valent cu cel dat, inlocuind adecvat l_ x <y

structura cat timp...executa cuo scrie nr

structura repetitiva de alt tip. (6p.)
d) Scrieti un program Pascal cores-
punzator algoritmului dat.  (10p.)

2. Variabilele intregi v1,v2 si v3 memoreaza, pentru fiecare dintre cei trei porumbei aflati
intr-o voliera, varsta acestora. Scrieti o secventa de instructiuni in urma executarii careia
sa se afiseze pe ecran varstele celor trei porumbei, in ordine crescatoare, separate prin

cate un spatiu. (6p.)
3. Variabilele x si y sunt de tip char, iar ce- k:=ord(’A’)-ord(’a’); x:=’e’;

lelalte variabile sunt de tip intreg. Scrieti for i:=0 to 1 do

ce se afiseaza In urma executarii secventei begin

date. (6p.) y:=chr (ord (x)+k+1);

write(x,y);
x:=chr(ord(x)-1);
end ;
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SUBIECTUL al ITI-lea (30 de puncte)

Scrieti pe foaia de examen raspunsul corect pentru fiecare dintre cerintele
urmatoare.

1. Se citeste un numar natural n si se cere sa se scrie cea mai mare cifra impara din scrierea
acestuia in baza 10, sau -1 daca nu exista astfel de cifre. Scrieti, in pseudocod, algoritmul
de rezolvare a problemei enuntate. (10p.)
Exemplu: pentru n=5672883 se scrie 7.

2. Scrieti un program Pascal care citegte de la tastatura un numar natural, n (n€[2,100]),
apoi cele n elemente ale unui tablou unidimensional, numere reale din intervalul [-100,100],
dintre care cel putin unul este pozitiv si cel putin unul este negativ. Programul transforma
in memorie tabloul, inlocuind fiecare numar negativ cu valoarea sa absoluta, apoi afiseaza
pe ecran elementele tabloului obtinut. (10p.)
Exemplu: pentru n=10 si tabloul (2,5,2,4,-3,4,-2,-7,-2,9) se obtine (2,5,2,4,3,4,2,7,2,9).

3. Fisierul bac.in contine, in ordine crescitoare, cel mult 10 numere naturale din intervalul
[0,10%], separate prin cate un spatiu. Se cere si se afiseze pe ecran, in ordine strict
crescatoare, separate prin cate un spatiu, numerele distincte care apar in fisier. Proiectati
un algoritm eficient din punctul de vedere al memoriei utilizate si al timpului de executare.
Exemplu: daca fisierul contine numerele 55 6 7 8 8 8 8 10 15 16 16 25 25 49 pe ecran se
afiseaza, 1n aceasta ordine, numerele 5 6 7 8 10 15 16 25 49

a) Descrieti in limbaj natural algoritmul proiectat, justificind eficienta acestuia. (2p.)
b) Scrieti programul Pascal corespunzator algoritmului proiectat. (8p.)
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Teste pentru examenul de Bacalaureat, specializarea
Matematica-Informatica

Testul 1
Nicoleta Voica *, Adrian Voica *

Limbajul C/C++

Filiera teoretica, profil real, specializare matematica-informatica / matematica-informatica
intensiv informatica, Filiera vocationala, profil militar, specializare matematica-informatica

o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.

o Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.

o Identificatorii utilizati in rezolvari trebuie sa respecte precizarile din enunt (bold), iar in
lipsa unor precizari explicite, notatiile trebuie sa corespunda cu semnificatiile asociate acestora
(eventual in forma prescurtatd). Datele de intrare se considera corecte, validarea lor nefiind
necesara.

o In grafurile din cerinte oricare arc/muchie are extremitati distincte si oricare doua arce/muchii
difera prin cel putin una dintre extremitati.

SUBIECTUL I (20 de puncte)

Pentru fiecare dintre itemii de la 1 la 5, scrieti pe foaia de examen litera cores-
punzatoare raspunsului corect.

1. Variabilele a si b sunt de tip intreg. Care dintre urmatoarele expresii C/C++ au valoarea

1 daca si numai daca a si b sunt numere consecutive de aceeasi paritate? (4p.)
a) (a+b)%2==0 c) a-b==2 || b-a==2
b) a*xb%2==0 || a*b%2!=0 d) a-b==2 && b-a==2

2. Utilizand metoda backtracking, sunt generate siruri de n litere distincte ale alfabetului
englez, astfel incat doua vocale sau doua consoane sa nu fie alaturate (vecine). Pentru
n=3 primele 4 solutii sunt: abe, abi, abo, abu. Sa se precizeze care sunt sirurile generate

imediat Inainte si dupa secventa urmatoare: uza, uze, uzi, uzo. (4p.)
a) uya, vab ¢) oyu, vax
b) uyo, uzu d) uyo, vab

3. Fie urmatorul subprogram recursiv:

int bac (int k)

{ if (k==0) return O;
if (k%2==0) return bac(k-1)-(k-1);
return bac(k-1)+k;

}
Ce se va afisa in urma apelurilor: cout<<bac(7); | printf("%d",bac(7)); respectiv
cout<<bac(100); | printf("%d",bac(100));? (4p.)

! Profesor, Colegiul National ,,Jon C. Bratianu”, Pitesti, nvoica71@yahoo.fr
2 Profesor, Liceul Teoretic ,,Jon Barbu”, Pitesti, avoica71@yahoo.com
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a) 00 b) 70 ¢) 7100 d) 28 5050

4. Se considera graful neorientat cu n=>5 noduri, reprezentat prin urmatoarea matrice de
adiacenta:

01100
1 0101
A= 11010
00101
01010

Care dintre urmatoarele secvente de noduri reprezinta un lant elementar in graf? (4p.)
a) 21345 b) 343254 ¢) 31235 d) 431254

5. Se considera un tablou unidimensional v cu n elemente numere reale, numerotate de la
1 la n. Ce efect produce asupra tabloului urmatoarea secventa de instructiuni, unde
i,ke N*, 1 <k < n-27 (4p.)
for (i=k;i<n-1;i++) v[il=v[i+2]; n=n-2;

) permuta cu o pozitie la stanga elementele vectorului;

) elimina doua elemente de pe pozitii consecutive, incepand cu cel de pe porzitia k;

) permuta cu doud pozitii la stanga elementele vectorului;

)

a
b
¢
d) permuta la stanga elementele vectorului incepand cu pozitia k pana la sfarsit.

SUBIECTUL al II-lea (40 de puncte)

Scrieti pe foaia de examen raspunsul pentru fiecare din cerintele urmatoare.

1. Se considera algoritmul urmator, scris in pseudocod.

citeste x (numar intreg) a) Scrieti ce valori vor fi afisate daca se
m < 0 citesc pe rand valorile: 9211233
;11“(_(_}(1 3384440, (6p.)
cat timp y#0 executa b) Precizati o secventa de numere ce pot
| citeste y (numar intreg) fi citite astfel incat sa se afiseze pentru
daca y=x atunci z ultima valoare nenula citita. (6p.)
|  nr < nr+i1 ¢) Scrieti in pseudocod un algoritm echi-
laltfel valent cu cel dat care sa utilizeze alta

|
|
|
| | daca nr>m atunci
|
|
|

structura repetitiva. (6p.)
: : I; i Er d) Scrieti programul C/C++ cores-
| x « ¥ punzator algoritmului dat.  (10p.)
| | nr « 1

scrie m,z

2. Se considera un sir de caractere care contine maxim 50 caractere litere ale alfabetului
englez. Sa se scrie o secventa de program C/C++ care modifica sirul astfel incat toate
vocalele din sir sa se gaseasca la sfarsitul sirului de caractere, in ordinea in care apar in
sirul initial.

Exemplu: pentru sirul examen se va obtine xmneae. (6p.)

3. Fie urmatoarea definitie care reprezinta un unghi dat prin grade, minute si secunde:

struct unghi
{int g, m, s;};
si declaratia:

struct unghi ul, u2, u;
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Sa se scrie o secventa de program C/C++ care determina in variabila u suma unghiurilor
ul siu2. (6p.)

SUBIECTUL al ITI-lea (30 de puncte)

Scrieti pe foaia de examen raspunsul pentru fiecare din cerintele urmatoare.

1. Scrieti un program in C/C++ care citegte elementele intregi ale unui tablou bidimensional
x cu n linii numerotate de la 1 la n si m coloane numerotate de la 1 la m (n, m numere
naturale nenule, n, m<15) si determina si afiseaza media aritmetica a elementelor x [i] [j]
din tablou care indeplinesc proprietatea ca i+j=k, unde k€ N*, k<n+m, citit de la tastatura.

Rezultatul se va afisa cu doua zecimale. (10p.)
7T 3 2 9
. . 6 5 4 1

Exemplu: pentru n=4, m=4 si k=5 si tabloul A 6 9 —g |:seva afisa 2.50
3 -8 7 2

((9+4-6+3)/4).

2. Un numar se numeste super multiplu de k daca atat numarul, cat si toate prefixele sale
sunt multipli de k.

Exemplu: n==846 este supermultiplu de k=2, deoarece 846, 84, 8 sunt multipli ai
numarului 2.

a)

Scrieti definitia completa a subprogramului bac cu doi parametri: n si k numere
natural nenule, care primeste prin intermediul acestora doua numere naturale de
maxim 9 cifre fiecare. Subprogramul returneaza valoarea 1 daca numarul n este
supermultiplu de k si 0 In caz contrar. (6p.)
Scrieti un program C/C++ care citeste de la tastatura 3 numere naturale nenule
a, b si ¢, de maxim 9 cifre fiecare, apoi folosind apeluri utile ale subprogramului
de la punctul a) determina si afigeaza pe ecran toate numerele din intervalul inchis
determinat de a si b care sunt supermultipli de c. In cazul in care nu existd in interval
numere supermultipli de c, se va afisa un mesaj corespunzator. (4p.)

Exemplu: pentru a=50, b=1000 gi ¢=7, se vor afisa numerele 70, 77, 700, 707, 770,
e

3. Figierul text bac.in contine pe primul rand doua numere natural nenule, n si k, n<10000,
k<n, iar pe al doilea rand n numere reale.

a)

b)

Folosind un algoritm eficient din punct de vedere al timpului de executare, scrieti un
program C/C++ care citegte numerele din figier gi determina numarul de secvente de
lungime k de numere de pe al doilea rand din fisier care incep si se termina cu aceeasi
valoare. Rezultatul se va afisa pe ecran, iar daca in fisier nu exista nicio secventa cu
aceasta proprietate, se va afisa un mesaj corespunzator. (6p.)

Exemplu: daca fisierul bac.in are urmatorul continut:
123

3296915-315-316 24 31
se va afisa 3 (96 9; 15 -3 15; -3 15 -3).
Descrieti in limbaj natural metoda utilizata justificand eficienta acesteia. (4p.)
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Testul 2
Maria Tatulea 3

Limbajul C/C++

Filiera teoretica, profil real, specializare matematica-informatica / matematica-informatica
intensiv informatica, Filiera vocationala, profil militar, specializare matematica-informatica

o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.

o Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.

o Identificatorii utilizati in rezolvari trebuie sa respecte precizarile din enunt (bold), iar in
lipsa unor precizari explicite, notatiile trebuie sa corespunda cu semnificatiile asociate acestora
(eventual in forma prescurtata). Datele de intrare se considera corecte, validarea lor nefiind
necesara.

o In grafurile din cerinte oricare arc /muchie are extremitati distincte si oricare doua arce/muchii
difera prin cel putin una dintre extremitati.

SUBIECTUL I (20 de puncte)

Pentru fiecare dintre itemii de la 1 la 5, scrieti pe foaia de examen litera cores-
punzatoare raspunsului corect.

1. Variabila n reprezinta un numar natural cu exact 2 cifre. Care dintre expresiile urmatoare

are valoarea 1 daca si numai daca cifrele lui n au paritate diferita? (4p.)
a) n/2==n%2 ¢) 'n/10%2!'=n%2
b) n/10==n%10 d) (n/10+n%10%10)%2==n%2

2. Se considera urmatoarea functie
void f(int x, int y)

{ if (x*y)
{ if (x%3)
cout <<x<<" "; | printf("%d ",x);
f(x-1,y-1);
cout <<y<<" "; | printf("%d ",y);
+
cout <<(x+y)/2<<" "; | printf ("%d ",(x+y)/2);
}
Cate valori se afiseaza in urma apelului f(4,3)? (4p.)
a) 0 b) 9 c) 8 d) 1
3. Utilizand metoda backtracking se genereaza toate sirurile de cel putin 2 si cel mult 4
elemente disticte din multimea 1,2,3,4,5,6. Care este a 10-a solutie? (4p.)
a) 2,4 b) 1,2,5,4 c) 1,345 d) 1,3
4. Fie un arbore cu 5 noduri. Care dintre sirurile de mai jos poate reprezenta sirul gradelor
nodurilor acestui arbore? (4p.)
a) 10202 b) 11101 c)11204 d) 23111

5. Se considera un graf neorientat corespunzator matricei de adiacenta:

3 Profesor, Colegiul National ,,Dinicu Golescu”, Campulung, mariatatulea@yahoo.com
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01001
10111
01010
01100
11000

Cate muchii trebuie adaugate pentru a se obtine un graf eulerian si hamiltonian? (4p.)
a) 1 b) 2 c) 3 d) imposibil

SUBIECTUL al II-lea (40 de puncte)

Scrieti pe foaia de examen raspunsul pentru fiecare din cerintele urmatoare.

1. Algoritmul urmator este reprezentat in pseudocod. S-a notat cu [c] partea intreaga a
numarului real c.

citeste n,x (numere naturale)

d < x

pentru i<1,n-1 executa

| citeste y (numar natural)

daca y#0 atunci

| ok «— O

cat timp d<x*y si ok=0 executa

| daca [d/x]*x=d si [d/yl*y=d atunci

| | ok « 1
| Jaltfel

| | d « d+1
| _

a) Scrieti valoarea afisata daca se citesc, in aceasta ordine, numerele 5, 8, 24, 16, 64,

192. (6p.)
b) Daca pentru n se citeste valoarea 3, dati exemplu de un set de date de intrare astfel
incat, in urma executarii algoritmului, valoarea afisata sa fie egala cu 225. (6p.)
¢) Scrieti programul C/C++ corespunzator algoritmului dat. (10p.)
d) Scrieti in pseudocod un algoritm, echivalent cu cel dat, inlocuid structura cat
timp....... executa cu o structura repetitiva de alt tip. (6p.)

2. Variabila t memoreaza simultan urmatoarele date despre fiecare dintre 20 de triunghiuri
din plan: cele 3 segmente ce reprezinta laturile triunghiului din plan. Stiind ca expresiile
de mai jos au ca valori numere reale si reprezinta coordonatele punctelor de la extremitatile
primului segment al primului triunghi, scrieti definitia unei structuri cu eticheta triunghi,
care permite memorarea datelor despre un triunghi, si declarati corespunzator variabila t.

(6p.)
a) t[0].s[0].a.x c) t[0].s[0].b.x
b) t[0].s[0].a.y d) t[0].s[0].b.y

3. Variabilele i gi j sunt de tip intreg, iar variabila a memoreaza un tablou bidimensional
cu 6 linii si 6 coloane, numerotate de la 0 la 5, avand initial toate elementele nule. Fara
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a utiliza alte variabile decat cele mentionate, scrieti secventa de instructiuni urmatoare,
inlocuind punctele de suspensie astfel incat, in urma executarii secventei obtinute, variabila

a sa memoreze tabloul alaturat. (6p.)
for(i=0;i<=5;i++) 1 2 3 45 6
for(j=0;j<=5;j++) 6 54 3 21
............ 1 23456
6 543 21
123456
6 5 4 3 21

SUBIECTUL al ITI-lea (30 de puncte)
Scrieti pe foaia de examen raspunsul pentru fiecare din cerintele urmatoare.

1. Scrieti definitia completa a unui subprogram calcul cu doi parametri:
- n, prin care primeste un numar natural (1 < n < 10°);
- x, prin care furnizeaza media aritmetica a cifrelor impare ale numarului n, sau -1
daca acesta nu are cifre impare.
Exemplu: pentru n=3254, dupa apel, x va avea valoarea 4, iar pentru n=246, dupa apel,
x va avea valoarea -1. (10p.)

2. Un sir cu maximum 255 de caractere contine cuvinte formate numai din litere mici ale
alfabetului englez. Cuvintele sunt despartite prin unul sau mai multe spatii, virgula sau
punct. Scrieti un program C/C-++ care citegte un astfel de gir si afiseaza pe ecran, separate
printr-un singur spatiu, cuvintele din sir care au aceleasi consoane ca si primul cuvant, in
aceeasi ordine dar nu neaparat pe aceleasi pozitii. (10p.)
Exemplu: pentru sirul
mara are un borcan cu miere, rame si cirese amare
se va afisa
mara miere amare

3. Numim secventa munte a unui sir de numere naturale un subsir al acestuia, format din
termeni aflati pe pozitii consecutive in sirul dat, cu proprietatea ca formeaza un sir nevid
strict crescator pana la un moment dat, apoi formeaza un sir nevid strict descrescator.
Lungimea secventei este egala cu numarul de termeni ai acesteia. O secventa munte are
cel putin 3 elemente.

Fisierul bac.txt contine un sir de cel mult 10° numere naturale din intervalul [0,10° ].
Numerele sunt separate prin cate un spatiu. Se cere sa se afiseze pe ecran lungimea
maxima a unei secvente munte si numarul de secvente munte din sir. Cele doua valori
se vor afisa pe o singura linie, separate printr-un spatiu. Proiectati un algoritm eficient
din punct de vedere al memoriei si al timpului de executare.

Exemplu: daca fisierul bac.txt contine numerele
1,2,3,4,3,2,2,4,3,1,1,4,6,1
atunci pe ecran se va afisa 6 3.

a) Scrieti programul C/C++ corespunzator. (8p.)
b) Descrieti in limbaj natural algoritmul proiectat, justificand eficienta acestuia. (2p.)
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PROBLEME DE MATEMATICA PENTRU
CONCURSURI

Rezolvarea problemelor pentru liceu din MATINF nr. 4

Clasa a IX-a

M 101. Determinati sirurile (a,),~, cu proprietatea ca

(1 = apy1) < apyo < apyi (1 —ay), Y0 >0,
Cristinel Mortici, Viforata

Solutie. Pentru orice n € N, din a,(1 — apy1) < apg1(1 — ay) rezulta ca a, < a,11, deci sirul
(an),>q este crescator. Cum anqo < Gpy1 — Aplny1, Te2UltA CA Anlpg1 < Gpp1 — Anpo, Prin urmare
anans1 <0, Yn € N. Daca ar exista n € N astfel incat a, > 0, ar rezulti ca a,.1 > a, > 0, de
unde a,a,+1 > 0, contradictie. Prin urmare a,, <0, Vn € N. Daca ar exista n € N* astfel incat
a, < 0, ar rezulta ca a,—1 < a,, <0, de unde a,_1a, > 0, contradictie. Astfel obtinem ca ay <0
si a, = 0 pentru orice n € N*, sir ce verifica proprietatea din enunt.

M 102. Fie a,b,c > 1 astfel incat a + b+ ¢ = 2019. Demonstrati inegalitatile:

) 1 n 1 n 1 S 1
a L
a—1 b—1 c—1— 224’

b) abe + 2 - 6732 < 225(ab + be + ca).

Sorin Ulmeanu, Pitesti

Solutie (Daniel Vicaru, Pitesti). a) Cu forma Titu Andreescu a Inegalitatic Cauchy-Buniakowski-

ol LS SRS S (1+1+1) 9 1
chwarz, avem = =_—.
e I T 1 T e 1T -+ (-1 +(c—1) 2016 224
1 1 1
b) Prelucram membrul stang al inegalitatii de la a). Obtinem 1 + o + 1=
a— — c—

3—2(a+b+c)+(ab+bcHca) (ab + bc + ca) — 4035
abc — (ab+bc+ca) + (a+b+c)—1  abc — (ab+ be + ca) + 2018

(ab + be + ca) — 4035 1
> —3 224 (ab+ b — 903840 > abc — (ab+ b 2018;
abc — (ab+ be + ca) + 2018 — 224’ (ab+be + ca) = abe = (ab+be + ca) + 7

225 (ab + be + ca) > abe + 905858; abc + 2 - 6732 < 225 (ab + be + ca).

Astfel avem, succesiv:

M 103. Fie ay,ay, ..., a, > 0 astfel incit (n —1) (a? + a2+ ... +a2) > (a1 +as + ...+ an)’.
Ardtati ca (n—l)(a?+a§’+...+ai)22(a%+a%+...+ai)3.

Leonard Mihai Giugiuc, Drobeta Turnu Severin
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Solutie. Inegalitatea este evidenta daca toate numerele a; sunt 0. Presupunem acum ca nu
toate numerele a; sunt 0. Conform Inegalitatii Cauchy-Buniakowski-Schwarz avem

(a?—l—a;’—i—...jtai)(a1+a2+...+an)2(a%+a§+...+ai)2,

(n—l)(a%+a§+...+a%)4

deci (n—1) (a3 +ad +... +a3)* >
( ><1 2 ) (a1+a2—|—...+an)2

. Cum, conform ipotezei,

(n—l)(a%+a§+...+a%)4
(a1 4+ as + ...+ ay)’

4
(n—1)(af +a3+...4+a2) (a + a2

> — o+a?)?
" (n—1)(a}+a3+...+a?) ay+ay +a")’

rezulta inegalitatea din enunt. Remarcam ca daca unul dintre numerele a; este 0 si celelalte
n — 1 sunt egale, atunci inegalitatea devine egalitate.

M 104. In triunghiul ABC’_fe considera inaltimile BE si CF, unde E € (AC), F € (AB) si
fie D € (BC) astfel incat DA = ﬁ + ﬁ

BD  AC?

DC — AB?

b) Daca AD este inaltime, mediand sau bisectoare, atunci ANABC' este echilateral.

a) Aratati ca

Daniel Jinga, Pitesti

. . AFE AF . BD 1 = k
Solutie. a) Fie el kq, 5 = ko si Do = @ Avem lﬁ = 1+k1BA+ 1—|—1k1B? =

al /@—@,ﬁ: ha E—@sim:—liaﬁ—lia@. Cumﬁzﬁ%—ﬁ

14k 1+ ko i ) i
2 1

si A§ si A(% sunt necoliniari, rezulta ca —1=- si —1= —L, deci
’ ’ 1+k‘2 14+a”’ 1—|—]€1 14+«
ke = a, (1), si kiko = 1, (2). Dar AAEF ~ AABC (deoarece patrulaterul BCEF
AF  AE
este inscriptibil), deci notand & = , — %avem AF = b si AE = z¢, (3). Din (2)
c

AE AF
rezulti A i AF = 1, (jeci conform (3) obzinem :c2bc3: be — b?x — 2x + x?be, prin
bc b c b<c c
wmare ¢ = e A = P prE ey a
BD AF b2

pC~ T TFB T &

Utilizand si (1) obtinem

AF BD CE
b) Daca AD este Inalti f T  lud . .
) fca este indltime, conform Teoremei lui Ceva avem 5 DO EA
ky - a- = 1, deci o® = 1. Rezultd cd a = 1, deci k; = ky = 1. Astfel BE si CF sunt si
1
inaltimi si mediane, deci AABC este echilateral.

= 1, adica

Daca AD este mediana, rezulta ca o = 1, deci din nou avem k; = ky = 1 si astfel AABC
este echilateral.

o . - . VR (& .
Daca AD este bisectoare, conform Teoremei bisectoarei rezulta ca o = X deci, conform a),
b2

= —. Prin urmare b = ¢, deci AD este si indltime si astfel, conform demonstratiei de mai sus,

b
AAtg C este echilateral.

C
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M 105. Demonstrati ca in orice triunghi ABC avem

1(2r>2(t 2A—|—t QB+tQC><a2+b2+C2<2r<t 2A—|—t QB—|—t 20)
| = ctg®— + ctg®— + ctg“— —F+ —4+ =< —lctg"=+ctg“= +ctg"— | .
3\ R & g TS S TOE S ) S T ae T ab S 3R\ g T e

Marin Chirciu, Pitesti

a> ¥ A+ 4+ 2p(p?—3r? —6Rr)  p*—3r’—6Rr
Solutie. A —+ — 4+ — = = = 1).
orarie. BVEIL 3. * ac * ab abc 4Rrp 2Rr )

A p(p—a) _ A B C p*—2r*—8Rr
C tg?— =/ ———~——, obt tg?= +ctg?— +ctg?= = 2).
um ctg* \/(p_b)(p_c),o tinem ctg 2—|—cg 2+cg 5 = . (2)
p?> —3r2 —6Rr - 4r? p?> —2r? — 8Rr
2Rr ~ 3R2 72 ’

Conform (1) si (2), prima inegalitate din enunt devine
adica p? (3R — 8r) > r (18R? — 55Rr — 161?).

Cazul 1. 3R — 8r > 0. Folosind Inegalitatea lui Gerretsen p* > 16Rr — 5r?, este suficient
sa aratdm ca (16Rr — 5r%) (3R — 8r) > r (18 R* — 55Rr — 16r?), adicd 15R* — 44Rr + 28r* > 0,
adica (R — 2r)(15R — 14r) > 0, adevarata conform Inegalitatii lui Fuler R > 2r.

Cazul 2. 3R — 8 < 0. Folosind Inegalitatea lui Gerretsen p?> < 4R%* 4+ 4Rr + 3r?,
este suficient s ardatdm ca (4R*+4Rr +3r%) (3R —8r) > r(18R* — 55Rr — 16r?), adica
6R3 — 19R?*r + 16Rr? — 4r® > 0, adicd (R — 2r)(2R — r)(3R — 2r) > 0, adeviratd conform
Inegalitatii lur Euler.

p? — 3r? — 6Rr < 2r p* —2r* — 8Rr

2Rr ~ r2 ’
adica p? > 14Rr —r?. Folosind din nou Inegalitatea lui Gerretsen p*> > 16 Rr — 5r?, este suficient

sa aratam ca 16Rr — 512 > 14Rr — r2, adica R > 2r, care este chiar Inegalitatea lui Euler.

Conform (1) si (2), a doua inegalitate din enunt devine

Remarcam ca fiecare dintre cele doua inegalitati devine egalitate daca si numai daca triunghiul
este echilateral.

Clasa a X-a

M 106. Fie n € N*. Rezolvati in R ecuatia In((n+ 1)z —2n)=(n+1)Inz —nln2.

Marin Chirciu, Pitesti

n
Solutie (Daniel Vacaru, Pitesti). Conditia de existenta: z > T Ecuatia este echivalenta cu

n +

n+1
(n+1)x=2n+ TE Dar, aplicand Inegalitatea mediilor, avem
l.nJrl $n+1 N $n+1
Mt G =242+ 24 > (nt 1) on s =+

n termeni

Cum avem egalitate, se obtine solutia unica z = 2.
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M 107. Fie n € N*. Aflati (a,2) € R x C astfel incdt |z| = a > /2 si az"*' — 2" —a" = 0.
Danzel Jinga, Pitesti

Solutie. Avem 2"(az — 1) = a”, deci |2|* - |az — 1| = |a|™. Dar |z| = a > /2, deci |az — 1| = 1.

Astfel |az — 1] = 1, deci (az — 1)(az — 1) = 1. Rezultd ca a?|z|* — az — az = 0, adici
3

a* —az —az =0, deci z+7% = a®. Notand z = o +yi, cu z,y € R, rezultd ca v = %, deci

3 6 2 2 _ 2 2 2
z:%+yz’. Cum]z\:a7avemaz+y2:a2,deciy2:a( ) +a).Dary220,deci
a? < 2. Cum, din ipotezi, a > v/2, rezultii ci a = /2, deci y = 0 si astfel z = V2. Obtinem ca

(a,2) = (\/5, \/5), pereche ce verifica relatiile din enunt.

M 108. Fien e N, n >4 si U, = {z € C| 2" = 1}. Determinati cel mai mic numar natural k
astfel incat orice submultime cu k elemente a multimii U, sa contina patru elemente cu suma
egala cu zero.

Marin Ionescu, Pitesti

Solutie.  Fie 21,29, 23,24 € U, distincte astfel Incat z; + 25 + 23 + 24 = 0. Avem |z;| = 1,

L 1 . o 1 1 1 o oo 1 1 1 -

deci zZ7 = — si, analog, zo = —, Z3 = —, Zy = —. Rezultaca — 4+ — 4+ — 4+ — =0, adica
21 Z9 z3 Z4 21 Z9 z3 Z4

zZ1+ 2 Z3+ z . . o .

! 2,0 1 _ 0, si cum z3 + 24 = —(21 + 22) obtinem ca (21 + 22)(2122 — 2324) = 0, deci

2172 2374
z1 + 29 = 0 sau 2129 = 2324.

Daca 2z + 2o = 0, rezulta si z3 + z4 = 0, deci {21, 29, 23, 24} = {21, —21, 23, —23} C U,,.

Daca 2129 = 2324, notand 2120 = (—23)(—24) = p si 21 + 20 = (—23) + (—24) = s, rezulta ca
21, zp respectiv —z3, —z4 sunt radicinile ecuatiei 22 — sz +p = 0, deci {z1, 20} = {—23, —24} si
astfel {Zl, 29, 23, Z4} = {23, —Z3, %24, —24} Q Un

Daca n este impar, atunci nu exista radacini de ordinul n ale unitatii opuse.

Daca n = 2p, cu p € N*, atunci elementele multimii U,, se pot scrie sub forma U, =
{z1,20,...,2p, =21, —22,...,—2,}. Deoarece Ay = {z1,—21}, A2 = {2, -2}, ..., A4, =
{%p, —7,} formeaza o partitic a multimii U,, conform Principiului lui Dirichlet rezulta ca
pentru a fi siguri ca orice submultime cu k elemente a lui U,, include doua dintre submultimile

n
Ay, Ay, ..., Ay trebuie sa luam minim £ =p + 2 = 5 + 2. Acesta este numarul cautat.
M 109. Rezolvati ecuatia sin® 6z - tg3x = 2sin® 4z,
Titu Zvonaru, Comanesti

Solutie. Conditia de existenta: cos 3z # 0. Folosind formule trigonometrice uzuale, ecuatia se
scrie, succesiv: sin® 6z sin 3z = 2sin® 4z cos 3z, (1 — cos 12x) sin 3z = 2sin 4z cos 3z(1 — cos 8x),
sin3x — cos 12xsin3x = (sin 7z + sinx)(1 — cos8z), 2sin3x — sin 15z + sin9x = 2sin7x +
2sinx —sin 15z +sinx —sin 9z +sin 7z, 3sin 7z + 3sinx — 2sin 9 — 2sin 3z = 0, 3sin 4z cos 3z —
2sin 6z cos 3z = 0, cos 3z [6sin 2z cos 22 — 2sin 22(3 — 4sin® 22)] = 0, sin 2z cos 3z(3 cos 2z —
3+4—4cos?2r) =0, sin 2z cos 3z(1 + 4 cos 2x) (1 — cos 2x) = 0, deci, tinand cont de conditia

1 1
de existenta, are multimea solutiilor S = {k7 | k € Z} U {:l:E arccos (_21) +kr| ke Z}.
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M 110. Fie k > —1 un numar real fizat si fie S multimea triunghiurilor neobtuzunghice.
Determinati

min {k(ctgA +ctg B +ctgC) + (\/ctgA + +/ctg B + \/Cth)2}
atunci cand AABC' parcurge multimea S.

Leonard Mihai Giugiuc, Drobeta Turnu Severin

Solutie. Definim

fu(A,B,C) = k(ctg A+ ctg B + ctg C) + (\/ctgA +y/ctg B + +/ctg 0)2 .

m™ T T ™ T T

Avem fj <§, 3 §) = (k+3)V3 si fi <Z’ T §> = 2k + 4. Conform problemei M 85 din
MATINF 3/2019, rezolvata in MATINF 5/2020, avem

T™omTT

TTW
Fravs A B.O) 2 froas (3:5:5) = hoavs (77°3)-
In virtutea celor de mai sus, clamam urmatoarea:

2k +4, dacd —1<k<1+2V3,

min fy(A, B, C) = min { (k + 3)v/3,2k + 4} = { (k+3)v3, daca k> 1+2V3.

Cazul 1. —1 < k < 1+ 2v/3. Din solutia problemei M 85, deducem ca este suficient sa
aratam ca

k(@ + 0+ 2°) + (w+y + 2)* > 2k + 4)/a?y? + 4222 + 2222, Vi, y,2 > 0,

fiind chiar suficient sa consideram urmatoarele doua cazuri:

(i) z € [0,1] si y = z = 1. Problema se reduce la a arata ca (k + 1)z + 4z + 2k + 4 >
(2k + 4)v/222 + 1, echivalent cu z [(k + 1)%z® + 8(k + 1)z — 4(k* + 5k + 2)x + 16(k + 2)] > 0,
care se rescrie z {(k + 1)(z — 1)? [(k + 1)z + 2(k + 5)] + (—=k* + 2k + 11)(z + 2)} > 0, adevarat.

(ii) z = 0. Problema se reduce la a arata ca (k +1)(z? + y?) > 2(k + 1)zy, evident adevarat.

Cazul 2. k > 1+ 2v/3. Tot din solutia problemei M 85, deducem ca este suficient sa aratam

v

ca

k(? + 2+ 20+ (+y+2)2 > (E+3)V3- Va2y? + 4222 + 2222, Va,y,2 > 0,
fiind chiar suficient sa consideram din nou cazurile:

(i) z € [0,1] si y = z = 1. Problema se reduce la a arata ca (k + 1)z + 4z + 2k + 4 >
(k4 3)v/3-+/222 4 1, echivalent cu (z — 1)?[(k + 1)%2? + 2(k + 1)(k + 5)x + k% — 2k — 11] > 0,
adevarat.

(ii) z = 0. Deoarece 2k +4 > (k + 3)\/5, problema se reduce din nou la a arata ca
(k+1)(2? + 9*) > 2(k + 1)zy, adevarat.

Demonstratia este astfel incheiata.
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Clasa a Xl-a

2020 a —ab

M 111. Se considera matricea X (a,b) = 0 2019 b , unde a,b € C.
0 0 2020
1 =y
a) Aratati ca existd o infinitate de matrice P € M3(C) de forma P=| 0 1 =z astfel
0 01

incat P - X(a,b) = X(0,0)- P.
b) Calculati (X (a,b))”, unde n € N*.

Stelian Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti

2020 a+ 20192 —ab + bx + 2020y

Solutie. a) Avem P - X(a,b) = X(0,0)- P < 0 2019 b+ 2020z =
0 0 2020
2020 2020z 2020y T=a 1 Y
0 2019 2019z | z=-b <P=| 01 —b |,cuyeC.
0 0 2020 yeC 0 0 1
1 a O
b) Conform a) avem X(a,b) = P7'-X(0,0)-P,cu P = | 0 1 —b |. Rezulta ca
0 0 1
1 —a —ab 2020™ 0 0 1 a O
(X(a,b))" = P(X(0,0)P=( 0 1 b | 0 209" o0 01 —b
0 0 1 0 0 2020™ 00 1
2020" @ (2020™ —2019™) —ab(2020™ — 2019™)
= 0 2019" b (2020 — 2019")
0 0 2020™

M 112. Fie matricele A, B € M3(C) astfel incat AB = BA, det(A+ B) = det A + det B si
det(A — B) = det A — det B. Aratati ca:

a) det (A% + B?) = (det A + det B)®;

b) det (A® — B3) = (det A — det B)®.

Daniel Jinga, Pitesti

Solutie (Daniel Vicaru, Pitesti). Fie polinomul P (z) = det (A + zB) = det A + ax + bx?* +
(det B)z3. Observam c& P (1) = det (A+ B) = det A + a + b + det B, deci a + b = 0, iar
P(—1) =det(A—B) =detA—a+b—detB, deci a —b = 0. Rezulta ca a = b = 0, deci
P (z) = det (A+ xB) = det A + 23 det B.

a) Consideram ecuatia 3> — 1 = 0, cu radacinile z; = 1, x5 si z3. Folosind Formulele
lui Viete ©1 + x9 + x3 = 0, 21202 + 223 + 2301 = 0, T12903 = 1 si ipoteza AB = BA,
avem (A + 21 B) (A+ x3B) (A + 23B) = A3+ (21 + 29 + x3) A2B+ (2129 + Tow3 + 2371) AB*+
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(r179m3) B3 = A3 + B3. Astfel det (A3 + B?) = det (A + z1B) det (A + 22 B) det (A + 23B) =
P(x1)P(x5)P(x5) = (det A 4 22 det B) (det A + 23 det B) (det A + x3 det B) = (det A + det B).

Egalitatea de la punctul b) se obtine analog, considerand acum ecuatia z3 + 1 = 0.

b 2a + b b
M 113. Fie a,b € (0,00), Calculati lim (1+a—l— )-<1+ ot )-...-(1—|—na+ >

n—o0 n2 n2 n2

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie. Notam cu z,, sirul din enunt. Folosind Inegalitatea mediilor obtinem

n

n(n+1)
1 5 ~a+mnb {1+(n+1)a+2br )
2n? ’ '

(1R ) (1 Ok et

n n?

n n?

n
Pe de altd parte, scriind 22 = []
k=1

$2>H{1+ka+b+(n_k+l)a+b} _ [1+(n+1)a+2br7 @)

2 n2 n2

)a+2b]* la+2b]"
Din (1) si (2) rezulta ca [1 + %} < xp < {1 + %} , de unde, aplicand
n n
Criteriul clestelui, se obtine usor ca lim x, = v/e?.
n—o0

M 114. a) Afiati a,b € R pentru care exista limita de functie lim sin(ax + b).

T—00

b) Aflati a,b € R pentru care exista limita de sir lim sin(an + b).
n—oo

* %k ok

Solutie. a) Pentru a = 0 avem sin(ax + b) = sinb — sinb. Pentru a # 0, luand sirurile

S ) —b T 4+ 2sgn(a)-nm—b
Tn = gn(a) o Sl Yn = 2 & ( ) avem Tn, Yn — OO, SiH(CLJZ‘n—Fb) =0—=0 $1

a
sin(ay, +b) =1 — 1, deci nu exista lim sin(ax + b). Astfel limita lim sin(ax + b) exista daca
T—00 T—00
si numai daca a = 0.
b) Fie a = ag + 2k, cu ag € [0,27) si k € Z. Avem sin(an + b) = sin(any + b), Vn € N.

Cazul 1. ag = 0. Evident, sin(agn + b) = sinb — sin b.

— b
Cazul 2. ag € (0,7). Fie e = T~ % ¢ (0, E). Pentru orice m € N, m > o intervalul
T

2 2

2mm +e—b 2mr+m—e—D .

I, = , are lungimea
Qo Qo (o

Avem agn,, +b € 2mm +¢,2mn + 7 — €|, deci sin(agn,, +b) € [sine, 1], (1). Analog, intervalul

2mr+7m4+e—b 2mr+2r —e—b . o .
Im = mreT , mrTTer are lungimea 1, deci exista n!, € J,, NN si avem

Qo ao

apn!, +b € 2mr + 7 + ¢,2mmw + 27 — €|, deci sin(agn/, + b) € [-1,—sine|, (2). Cum
—sine < sine, din (1) si (2) rezulta ca lim sin(agn + b) nu exista.
n—o0

T — 2¢

= 1, deci exista n,, € I,, " N.
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Cazul 3. a9 = m. Avem sin(apn + b) = sin(nm 4+ b). Cum sin(2mn + b) = sinb si
sin ((2m + 1)m + b) = —sin b, rezulta ca lim sin(nm+b) exista doar daca sinb = 0, adica b = pr
n—oo
cup € Z.
Cazul 4. ag € (m,27). Pentru a; = 2w — a¢ avem sin(agn +b) = —sin(a1n —b) si a; € (0,7),

deci conform Cazului 2 rezulta ca lim sin(agn + b) nu exista.
n—oo

In concluzie, limita lim sin(an + b) exista daca si numai dacad a = 2kr cu k € Z sau

n—oo
{ a=m+2knm

b pr cuk,peZ.

M 115. Fie a,b,c,d > 0 astfel incat a +b+ c+ d = 4.

wiN

be + abd + acd + bed
a)Ardta;ficda2+b2+02+d2+8(aC+a + acd + be >

1 > 2(ab+ ac+ ad+bc+bd + cd).

Cand are loc egalitatea?

2
b)* (problema deschisa) Ezista k > 3 astfel incat inegalitatea

abc + abd + acd + bed
4

k
a2+b2+02—|—d2—|—8( > > 2(ab + ac + ad + be + bd + cd)

sa fie adevarata pentru orice numere a,b, c,d care indeplinesc conditiile date? In caz afirmativ,
determinati valorile lui k.

Leonard Mihai Giugiuc, Drobeta Turnu Severin
Solutie.  Vom utiliza urmatoarele doua rezultate.

1
Lema 1 (problema L 355 din RecMat 2/2018). Fie t € [O, g} si a,b,c,d > 0 astfel incat

atbtct+d=4sia®+b*+cE+d*> =4(3t>+1). Atunci abc+ abd +acd +bed > 4(t+1)*(1 —2t),
cu egalitate pentru (1 +¢,1+1¢,14¢, 1 — 3t) si permutarile sale.

Lema 2 (problema MGO 79 din RMGO 1/2018). Fie a > > 0 si a,b,¢,d > 0 astfel incat
a+b+c+d=2a+8sia®+b+c+d*=2a*+ % Atunci abc + abd + acd + bed > o3, cu
egalitate pentru (o, «r, 3,0) si permutarile sale.

a) Cum 4 < a*? +b* 4+ ¢ + d* < 16, exista t € [0, 1] astfel incat a® + b* + ¢ + d? = 4(3t* + 1),
deci ab+ ac + ad + bc + bd + cd = 6(1 — t2).
1
Cazul 1. t € {O, 5} Conform Lemei 1, este suficient sa aratam ca 2 + (¢ + 1)%(1 — 2t)% >

1
3(1—t2), adicit f(t) > 0, unde f(t) = (t+1)3(1 — 2t)% + 3t2 — 1, pentru orice t € [O, g} . Avem

JJt+1 JJt+1
fl(t) =2t (3 — 29/ ] +2t>' Deoarece functia ¢(t) = 3 —2¢ . +2t este strict descrescatoare pe

{0, ﬂ, rezulta ca min f(t) € {f(O),f (%) } Dar f(0) =0si f (%) > 0, deci f(t) > 0 pentru

1
wre[o1]
orice 3
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11 20+ =4
Cazul 2. t € {5’ —} Rezolvam sistemul ¢ 202 + % =4(3t*+ 1) si obtinem ca
v3 a>5>0

L A2 ) P 2092 — 1)
_ 5 B =

3
202 + B2+ 2V/4 - /ar5? > 2a% + 40, adica %+ 2v/4 - ¥/a1B2 > 4a. Notand f_ 23 €10,1],
o
ultima inegalitate devine 2842422 > 423, adicd 4 +2v/4 > 4z, adevirat, deoarece z4+3 > 4z
(din Inegalitatea mediilor) si 2+/4 > 3.

. Conform Lemei 2, este suficient sa aratam ca

1
Cazul 3. t € {—

\/5’1}

Remarcam ca egalitatea are loc pentru (1,1, 1,1) sau (2,2,0,0) si permutarile sale.

. Este suficient s ardtam c& 16 > 24(1 — ¢?), evident adevirat.

Nota redactiei. Pentru punctul b) nu am primit, deocamdata, solutii corecte, deci problema
ramane in continuare deschisa.

Clasa a Xll-a

M 116. Fie H o ramura a unei hiperbole, cu varful in A. Fie X,Y € H. Daca X #Y, definim
X xY =7, unde Z este al doilea punct de intersectie cu H al paralelei duse prin A la XY, iar
daca X =Y definim X xY = Z, unde Z este al doilea punct de intersectie cu H al paraleles
duse prin A la tangenta in X la H. Demonstrati ca (H,*) este grup abelian.

* %
Solutie (Leonard Mihai Giugiuc, Drobeta Turnu Severin). Fie
2 P
H= {X(x,y) ‘ r,y € R, > 0si ST 1} = {X(acosht,bsinht) |t € R},
unde a si b sunt numere reale pozitive fixate. Evident, A(a,0) = A(acosh0, bsinh 0).
Demonstram ca pentru orice t1,t, € R avem
X(acoshty,bsinhty) x Y (acoshty,bsinhty) = Z(acosh(ty + to), bsinh(t; + t2)), (1).
Cazul 1. X # Y, adica t; # t,. Panta dreptei XY este
.t —1a t +to b1 + 12
b(sinht, —sinhts) b 2sinh 5 cosh 5 p cosh
— t1 —t t t t1 + 12’
a(cosht; —coshty) a 9ginh L2 g b tl2  a sinh & + 12
2 2
: U : . .+
deci paralela d dusa prin A la XY are ecuatia y — 0 = myy(x — a), adica aysinh g =
t+t
b(z — a) cosh il 2 Se verifici usor it Z € d. Cum A, Z € d si orice dreaptd intersecteazs H

in cel mult doua puncte, deducem ca Z = X %Y.
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Cazul 2. X =Y, adica t; = t,. Tangenta in X la ‘H are ecuatia M—QX — yg—QX = 1, deci panta
a
sa este
L t1 + 1o
b xx b coshty b O 5

m =

2 - ; I R
a’> yx a sinht; «a sinh 1+ 12

Continuand ca la Cazul 1 rezulta din nouca Z = X %Y.

Considerand bijectia f : R — H, f(t) = X(acosht,bsinht), conform Teoremei de transport
de structura din (1) rezulta ca (H, x) este un grup abelian izomorf cu (R, +).

M 117. Fie ay,as,as, ..., a019 € Zi7. Aratati ca ecuatia

3 5 7 2019 ~
<...(((x+a1) +a3) —i—a5) +a7...> + ag019 = 0
are o unica solutie in Zi7.

Stelian Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti

Solutie.  Ecuatia data poate fi scrisa sub forma (fa19 © foo17 0 ... 0 fyo fi)(z) = 6, unde
f : Za7 — Zaz, fe(x) = 2% + ay, pentru orice k € {1,3,...,2019}.

Demonstram ca functia fi este bijectiva, pentru orice k € {1,3,...,2019}. Fie z,y € Z17 cu
fu(x) = fi(y), adicd 2* = y*. Dacd z = 0 rezultd i y* = 0, deci siy= 0 (Z17 nu are divizori ai
lui zero). Analog, daci y = 0 rezultii ¢i © = 0. Fie acum z,y # 0. Atunci (a:'y_llk =1. Cum
orice t € Z%, are ordinul un divizor al lui 16 iar k este impar, rezulta ca zy~' =1, deci z = y.
Astfel functia fi este injectiva. Avand atat drept domeniu cat si codomeniu multimea finita
Zy7, rezulta ca fi este bijectiva. Prin urmare functia fogig © fogi7 0 ... 0 f3 o fi este bijectiva,
deci ecuatia data are solutie unica.

a+b+ctd=2+6/3
M 118. Rezolvati in RY sistemul ab+ac+ad+bc+bd+cd =24 .
abed = 4

Sladjan Stankovik, Macedonia de Nord

Solutie (Leonard Mihai Giugiuc, Drobeta Turnu Severin). Vom utiliza urmatorul rezultat ce se
demonstreaza analog Lemei 1 de la pag. 26 din MATINF 3/2019, fiind o duala a acesteia.

t*+1
Lema. Fie k > 0sit € (0, 1] numere fixate si fie a, b, ¢, d > 0 astfel incat a+b+c+d = 2k- 2—

si ab+ be+ cd + da + ac + bd = 6k?. Atunci max (abed) = k*? (2 — t?) si acest maxim se atinge
2
in <kt, Kt Ktk

> si permutarile sale.

t2+1 3—-1
T 63, adici k= 251t = V2

si se atinge in (\/§ —1,v/3-1,v/3-1,3V3+ 5) si permutarile sale. In concluzie, acestea sunt
solutiile sistemului dat.

Pentru 6k? = 24 si 2k- , rezulta ca max (abed) = 4
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M 119. Fie a,b € R. Calculats

/ (a® — b?) sin 2 + 2ab cos 2x dv, x €1,

(0% — a?) cos 2z + 2absin 2x — 4(asinx + beosx) + a? + b 4 2

I fiind un interval arbitrar pe care functia pentru care se calculeaza integrala este definita.
Daniel Jinga, Pitesti

Solutie.  Fie u(z) = asinz + bcosz. Avem u*(z) = a’®sin’z + b?cos’z + absin2z =
D2 _ 2 2, 72
© cos2z + absin 2z + - , deci 2u?(x) — du(x) + 2 = (b* — a?) cos 2z + 2absin 2x —

4(asinz +beosz) +a* +b*+2, (1).

Pe de alti parte, avem u/(z) = acosx — bsinz, de unde u(z)u'(z) = (a* — b*)sinz cosx —
2

sin 2z+ab cos 2z, deci 2u(x)u'(x) = (a®—b?) sin 2z+2abcos 2z,  (2).

2u(x)u (x) B u(z)u'(x)
2u?(z) — 4u(z) + 2 dv = / (u(x) — 1)2 d

M‘u/x v — ;.ulaj . ;-u,$ e — I lu(e) — 1] —
/(1u(:ic)—1)2 (e)d /u(:c)—l (z)d +/(u(:z:)—1)2 () do = Infu(z) — 1]

+C =1Inlasinz 4+ becosx — 1| — — +C.
asinx +bcosx — 1

absin® z+abcos? x =

Din (1) si (2), integrala din enunt devine /

u(z) —1

1
M 120. Fie a € R. Calculati lim sin(a + z™) dx.

n—oo 0

Alezandru Daniel Pirvuceanu si Cezar Alexandru Trancandau, elevi, Drobeta Turnu Severin

Solutia 1 (Quan Minh Nguyen, student, Vietnam). Avem

1 1
/ sin(a + 2") dz — sina / (sin(a + z") — sina) dx
0 0

1
/ (sina (cosz™ — 1) +sina" cos a dx)
0
1 1
/ sina (cosz™ — 1) dx| + / sinz" cosa dx
0 0

1 1
/ (cosz™ — 1) dx / sinz" dx
0 0

1 1
< |sinal / |cos 2™ — 1| dx + |cos / |sin ™| dx.
0 0

(a")°
2

<

= |sinal - + |cosal -

Cum [sinz"| < [z"| si |1 — cosa™| < pentru orice z € R, rezulta ca

1

1
/|COSI — 1 dx</ —d /|smx”| d:p</ " dr = .
2n+1 0 n+1
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< | sin a| | cosal
~ 2(2n+1)  n+1
1

Prin urmare . Luand n — o0, rezulta ca

1
/ sin(a 4+ 2") dx — sina
0

lim
n—oo

1
/ sin(a 4+ 2") dx — sina
0

=0, deci lim [ sin(a+ 2")dzr = sina.
n—oo 0

Solutia 2 (a autorilor). Pentru n € N arbitrar avem

=2

1 1
‘ / sin(a + 2")dr — sina / (sin(a + z™) — sina) dx
0 0

1 n n 1
§2/ sinx—cos(a—i-x—) dx§2/
0 2 2 0

unde am folosit inegalitatea clasica sint < ¢, pentru orice t > 0. Cum lim
n—oo N

n

! Coa” z"
/ sin — cos (a + —> dx
0 2 2
sin —

1 1
n 1

r dx:2/ sinx—d:vg/ dr = ——,

2 0 2 0 n+1

1= 0, obtinem

1

ca lim sin(a 4+ 2")dr = sina.
n—oo 0

Remarcam ca limita propusa poate fi calculata si folosind Teorema convergentei dominate,
dar acest rezultat nu este accesibil majoritatii elevilor de liceu.
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Probleme propuse pentru liceu

Clasa a IX-a

M 145. Demonstrati ca daca

1 1 m
1+-—4+...+ —=— N*
+2+ +99 n,m,ne ,

atunci 6m — 11n se divide cu 103.

Cristinel Mortici, Viforata
M 146. Aratati ca pentru orice numere reale a, b, ¢ si d avem
(1+a*) (140*) (14 ¢*) (1+d*) > max {(ab+ cd)*, (ac + bd)*, (ad + be)*} .
Dorin Marghidanu, Corabia
M 147. Determinati valorile reale pozitive ale lui p pentru care inegalitatea
Va+Vbh++ec>3
are loc pentru orice a,b, ¢ > 0 astfel incat a < b <c, a+ b+ c=ab+ bc+ ca > 0 si be = p°.
Leonard Mihai Giugiuc, Drobeta Turnu Severin

M 148. Fie ABCD un dreptunghi cu AB = a, AD = b, a > b si fie punctele M € (BC) si
N € (CD) astfel incat BM = mb si DN = na, m,n € (0,1).

a) Demonstrati ca [AC' este bisectoarea unghiului M AN daca si numai daca are loc egalitatea

20> 20? a® + b2\’
2_p " a2—b2+n “\g2 /)
b) Pentru a = 28 si b = 21, aratati ca nu exista M € (BC) si N € (CD) astfel incat

segmentele CM si CN sa aiba lungimile numere naturale si [AC' sa fie bisectoarea unghiului
MAN.

Stelian Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti

M 149. Demonstrati ca in orice triunghi ABC avem

9,067 1
Tty R 2

1 1 1 2
(a2+b2+62+45\/§><;+ ) v oG

re

Nguyen Van Huyen, Vietnam
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Clasa a X-a

M 150. Fie a,b,c > 0 astfel incat a + b + ¢ + 2 = abc. Demonstrati ca
(n + ab)(n + be)(n + ca) > (n + 4)*,
pentru orice n > 0.
Marin Chirciu, Pitesti

M 151. Aratati ca pentru orice a,b,c,d > 0 avem:

a b c
) $/(a+3b)(a + 3¢)(a + 3d) - /(b +3¢)(b+ 3d) (b + 3a) * /(¢ + 3d)(c + 3a)(c + 3b)
d
+e/(d+3a)(d+3b)(d+3c) =
b) a(a+2b+ c) N b(b+2c+d) clc+2d+a)
V(a+3b)(a+3c)(a+3d)  /(b+3c)(b+3d)(b+3a)  /(c+3d)(c+ 3a)(c+ 3b)
d(d + 2a + b)
Vs aaiag - Thretd

Mihdly Bencze, Brasov

M 152. Fie a,b > 0 cu a > b+ 1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

9
T

(a+b)" + (a—b)r =2 (a’ + 3ab?) .

Sorin Ulmeanu, Pitesti

2 2
M 153. Fie € = cos il + 7 sin —7T, unde n € N, n > 2. Aratati ca produsul
n n

P=(n+3/n)(n+e-3/n)(n+e* Yn)-...- (n+e""-n)
este un numar natural par.

Tonel Tudor, Calugareni

M 154. Fie ABC un triunghi, ¢ cercul inscris in triunghiul ABC, de centru I, iar w cercul
tangent interior cercului circumscris triunghiul ABC' in punctul T si tangent la laturile AB si
BC' in punctele K, respectiv L (cercul w se numeste B-semiinscris sau B-mixtliniar inscris
triunghiului ABC'). Fie D punctul de tangenta al cercului ¢ cu latura AC, E al doilea punct de
intersectie dintre cercul v si BT, in ordinea de la B spre T', iar F' al doilea punct de intersectie,
in afara de E, dintre cercul circumscris triunghiului EDI si BT

Demonstrati ca punctele K, F' si I sunt coliniare.

Emmanuel Antonio José Garcia, Republica Dominicana
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Clasa a Xl-a

310,12 _

M 155. a) Cate solutii are sistemul de ecuatii { 54510;:11 _, ' BYE S47

b) Aceeasi cerinta pentru z,y € Sy.
Stelian Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti

M 156. Fie m,n,p,q,7,5s € N*\ {1} si A € M,,,(C), B € M,,,(C), C € M, ,,(C) astfel incat
(ABC)? = ABC, (BCA)" = BCAsi (CAB)* = CAB.

a) Demonstrati ca rang (ABC) = rang (BCA) = rang (CAB).

b) Ramane concluzia adevarata daca se renunta la una dintre egalitatile din ipoteza?

%k >k

M 157. Fie triunghiul ABC si M un punct interior acestuia. Notam cu z, y si z ariile
triunghiurilor M BC', MC A, respectiv M AB.

a) Aratati ca existd cel mult un triunghi XY Z astfel incat A € YZ, Be€ ZX, C € XY si
dreptele XA, Y B si ZC' sunt concurente in M.

b) Determinati cazurile in care nu exista triunghiul XY Z cu proprietatile mentionate.

c¢) Determinati cazurile in care triunghiul XY Z exista, iar punctele A, B si C' apartin chiar
segmentelor (Y Z), (ZX), respectiv (XY).

d) In cazul in care triunghiul XY Z exista, exprimati aria lui in functie de z, y si z.

Leonard Mihai Giugiuc, Drobeta Turnu Severin

M 158. Fie (z,,),~; un sir de numere reale pozitive astfel incat

1
Tpio < Tp + e Vn e N

Demonstrati ca sirul (an)n22 definit prin a,, = w17, ... 7, este convergent.
Cristinel Mortici, Viforata
M 159. Fie a > 1 un numar real fixat. Rezolvati ecuatia
o4 gblogaa 4 4. g6loga _ 2 4 03 4 o5

Marin Chirciu, Pitesti
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Clasa a Xll-a

M 160. a) Determinati n € N, n > 2 pentru care inelul (Z,, +, ) al claselor de resturi modulo
n are exact 11 divizori ai lui zero (diferiti de zero).

b) Care este cardinalul minim al unui inel cu exact 11 divizori ai lui zero (diferiti de zero)?

Xk ok

dx* + 322 4+ 2

e S dz, x € (0,00).

M 161. Calculati /

Mihai Florea Dumitrescu, Potcoava

a® + b)\—:p
——dxr > A\
b + a)\—z X

M 162. Fie a,b,\ > 0, a # b. Aratati ca //\
0
Marin Chirciu, Pitesti
M 163. Determinati cel mai mic numar real a pentru care inegalitatea
2yt +2° >3

are loc pentru orice numere reale x,y, z > a astfel incat x +y + z = 3.

Leonard Mihait Giugiuc, Drobeta Turnu Severin si Costel Balcau, Pitesti
M 164. Fie ¢ > 1 un numar real fixat. Consideram multimea

S={(a,bc,d) eR* |a+b+c+d=4sia*+ b+ +d =4q}

si functia F: S - R, FE(a,b,c,d) =a* +b* + c¢* + d* + 12abcd.

Determinati (aq, by, ¢1,dp) € S pentru care
E(ai,by,¢1,dy) > E(a,b,c¢,d), V(a,b,c,d) € S.

Leonard Mihai Giugiuc, Drobeta Turnu Severin
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PROBLEME DE INFORMATICA PENTRU
CONCURSURI

Probleme propuse

Clasa a IX-a

I 76 (progresii). Se dau doua progresii aritmetice cu m, respectiv n termeni. Prima progresie
are ratia r si primul termen a, iar a doua progresie are ratia ¢ si primul termen b. Notam cu A
multimea termenilor primei progresii aritmetice, iar cu B multimea termenilor celei de-a doua
progresii aritmetice.

Cerinta

Cunoscand m, a,r,n, b, q, determinati numarul de elemente al reuniunii multimilor A si B.
Exemplu

Date de intrare

a=2,r=3m=5b=4,g=2,n=06

Date de iesire

9

Explicatie

A=1{2,58,11,14}; B = {4,6,8,10,12,14}. Reuniunea multimilor A si B este multimea
{2,4,5,6,8,10,11,12,14}, care are 9 elemente.
Costel Balcau, Pitesti

I 77 (secventa). Se da un sir de caractere. Se cere lungimea maxima a unei secvete formate
numai din litere mici. O secventa are componentele cu indici consecutivi.

Cerinta
Pentru un sir de caractere determinati lungimea maxima a unei secvente de litere mici.
Restrictii si precizari

e sirul de caractere are cel mult 100000 caractere, litere mari, litere mici sau cifre
e sirul de caractere se termina cu enter

Date de intrare
Fisierul sir.in contine pe prima linie sirul de caractere.
Date de iesire

Fisierul de iesire sir.out va contine lungimea maxima a unei secvente format numai din
litere mici.
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Exemplu
sir.in sir.out Explicatie
Ab5xyz9&bz*7 3 Sunt 3 secvente de litere mici:

b,xyz si bz. Cea mai lunga secventa este
Xyz - are 3 caractere.

Doru Constantin, Pitesti

I 78 (secventa comuna). Se dau doua siruri de caractere. Se cere lungimea maxima a unei
secvete formate numai din litere mici si comuna celor doua siruri de caractere. O secventa are
componentele cu indici consecutivi.

Cerinta

Pentru doua siruri de caractere determinati lungimea maxima a unei secvente de litere mici
comuna acestora.

Restrictii si precizari

e sirurile de caractere au cel mult 1000 caractere, litere mari, litere mici sau cifre

e sirurile de caractere se termina cu enter
Date de intrare

Fisierul sir.in contine pe prima linie primul sir de caractere, iar pe linia a doua al doilea
sir de caractere.

Date de iesire

Fisierul de iesire sir.out va contine lungimea maxima a unei secvente format numai din
litere mici, comuna celor doua siruri de caractere.

Exemplu
sir.in sir.out Explicatie
Ab5xyz9&bz*7 3 Cea mai lunga secventa de litere mici comuna celor
yz67bzaaxyz8 doua siruri de caractere este xyz si are 3 caractere.

Toan Alexandru Popescu, Bucuresti

I 79 (construire). Se da n numar natural. Construiti un tablou patratic de dimensiune n
cu termenii unei progresii aritmetice (primul termen este ¢ si ratia r) serpuit: prima linie cu
termenii de la stanga la dreapta, a doua linie cu termenii de la dreapta la stanga, a treia linie
cu termenii de la stanga la dreapta si asa mai departe.

Cerinta

Cunoscand n,t si r construiti tabloul conform specificatiilor anterioare si apoi afisati suma

elementelor de pe diagonala principala, respectiv secundara.

Restrictii si precizari

k] k]

e 1 <n <100
o 1 <t r <1000



PROBLEME DE INFORMATICA PENTRU CONCURSURI 97

Date de intrare
Fisierul construire.in contine pe prima linie cu spatiu intre ele numerele n, ¢ si r.
Date de iesire

Fisierul de iesire construire.out va contine suma elementelor de pe diagonala principala,
respectiv secundara pe o linie cu un spatiu intre ele.

Exemplu

construire.in | construire.out | Explicatie

4 32 33 33 Tabloul are elementele

357

13119

151719

Elementele diagonalei principale sunt: 3 11 19 cu
suma 33

Elementele diagonalei secundare sunt: 7 11 15 cu
suma 33

Doru Anastasiu Popescu, Pitesti

I 80 (spirala). Se da n numar natural. Construiti un tablou patratic de dimensiune n cu
termenii unei progresii aritmetice (primul termen este ¢ si ratia r) in spirala pornind din coltul
de pe linia 1, coloana 1 si mergand spre dreapta, ca in exemplu.

Cerinta

Cunoscand n,t si r construiti tabloul conform specificatiilor anterioare si apoi afisati suma
elementelor de pe diagonala principala, respectiv secundara.

Restrictii si precizari

e 1 <n<100
o 1 <t,r <1000
Date de intrare

Fisierul spirala.in contine pe prima linie cu spatiu intre ele numerele n, ¢ si r.
Date de iesire

Fisierul de iesire spirala.out va contine suma elementelor de pe diagonala principala,
respectiv secundara pe o linie cu un spatiu intre ele.

Exemplu

spirala.in spirala.out Explicatie

4 32 33 41 Tabloul are elementele

357

17199

1513 11

Elementele diagonalei principale sunt: 3 19 11 cu
suma 33

Elementele diagonalei secundare sunt: 7 19 15 cu
suma 41

Doru Anastasiu Popescu, Pitesti
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Clasa a X-a

7

I 81 (expresie). Folosind operatorii ,,4+” (adunare) si ,,x” (inmultire) intre cifrele zecimale
se pot crea diferite expresii cu valori variate. Exemplu: 04+1+2+3+4+5%6+7+8+ 9,
valoarea aceastei expresii este 64.

Cerinta

Determinati toate expresiile formate dupa regula prezentata, care au valoarea un numar
patrat perfect.

Date de iesire

Fisierul de iesire expresie.out va contine expresiile din cerinta impreuna cu valorile lor.
Fiecare linie din fisier va avea formatul: 0 +1+2+3+44+5%6+7+8+9 =064

Toan Alexandru Popescu, Bucuresti

I 82 (text). Se da un text 7" format din litere mari, litere mici, cifre si spatii. Inlocuind literele
mari din textul T" cu pozitiile lor in alfabet, literele mici cu codurile lor ASCII, iar cifrele cu
patratul lor, textul 7" se va transforma astfel intr-un sir de cifre si spatii pe care il notam cu H.

Cerinta

Cunoscand textul 7', afisati sirul de caractere H construit ca mai sus. Apoi afisati numerele
separate de spatii, in ordine crescatoare.

Restrictii si precizari

e T are cel mult 10000 de caractere

e Cuvintele si numerele din 7" sunt separate prin cate un spatiu

e Cuvintele si numerele din 7" nu au mai mult de 6 caractere

Date de intrare

Fisierul text.in contine pe prima linie textul 7'

Date de iesire

Fisierul de iesire text.out va contine pe prima linie sirul de caractere H si pe liniile
urmatoare numerele din H, cate unul pe o linie, in ordine crescatoare.

Exemplu
text.in text.out Explicatie
aBc 24 CD 97299 416 34 Caracterele din text se inlocuiesc astfel:
34 a-->97
416 B-->2
97299 c-—>99
2-->4
4-->16
C-->3
D-->4

Costel Balcau, Pitesti
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I 83 (puncte). Se dau n puncte in plan prin coordonatele lor. Determinati un punct printre
punctele date astfel incat paralela la axa ordonatelor (verticala) dusa prin el sa aiba proprietatea
ca |s — d| este minima, unde s este numarul de puncte aflate in semiplanul din stanga, iar d
numarul de puncte aflate in semiplanul din dreapta delimitate de aceasta dreapta.

Cerinta

Cunoscand coordonatele celor n puncte, determinati cel mai mic indice al unui punct cu
proprietatea din enunt.

Restrictii si precizari
e 1 <n < 100000
e Coordonatele punctelor sunt numere naturale < 100000000

Date de intrare

Fisierul puncte. in contine pe prima linie n, apoi pe liniile urmatoare coordonatele punctelor
separate printr-un spatiu.

Date de iesire

Fisierul de iesire puncte.out va contine pe prima linie indicele punctului cerut in enunt.

Exemplu

puncte.in puncte.out Explicatie

7 3 Ducand verticala prin al 3-lea sau al 6-lea
50 5 punct se obtine in semiplanul din stanga
10 10 doua puncte si in cel din dreapta

20 10 3 puncte (diferenta minima). Se va afisa 3
40 5 pentru ca este indicele cel mai mic.

10 0

20 b5

30 5

40 5

Doru Anastasiu Popescu, Pitesti

I 84 (ecuatii). Se dau n numere naturale cu maxim trei cifre fiecare si m ecuatii de gradul 2
prin cei trei coeficienti a, b, ¢ (ecuatia fiind ax? + bz + ¢ = 0). Determinati numarul de ecuatii,
care au toate solutiile in multimea de numere date.

Cerinta

Cunoscand n, cele n numere, m si cele m triplete de coeficienti se cere sa se determine
numarul de ecuatii cu proprietatea din enunt.

Restrictii si precizari

e 1 <n < 100000
e Cele n numere sunt < 1000
e Coeficientii ecuatiilor sunt numere intregi cu maxim 4 cifre fiecare

Date de intrare

Fisierul ecuatii.in contine pe prima linie n, pe a doua linie cele n numere separate prin
cate un spatiu, pe a treia linie m si pe umatoarele m linii cate 3 numere de forma a b ¢ pentru
coeficientii fiecarei ecuatii.
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Date de iesire

Fisierul de iesire ecuatii.out va contine pe prima linie numarul cerut in enunt.

Exemplu

ecuatii.in ecuatii.out Explicatie

3 2 Cele 4 ecuatii sunt:

253 1) 22 + 2+ 1 =0, cu radacini complexe
4 2) 22 — 6z + 9 = 0, cu rdddcina dubli 3
111 3) 22 — 3z + 2 = 0, cu radAcinile 1 si 2
1-69 4) 2% — 5x + 6 = 0, cu radacinile 2 si 3
1-32 Doar ecuatiile 2) si 4) au toate

1-56 radacinile printre numere 2, 5, 3

Doru Anastasiu Popescu, Pitesti

I 85 (cuvinte). Se da un sir de caractere care se termina cu enter format numai din litere mici.
Cate cuvinte formate cu toate literele distincte din sirul dat se pot forma?

Cerinta

Cunoscand sirul de caractere sa se determine numarul din enunt modulo 7907.
Restrictii si precizari

e 1 <n < 1000000

Date de intrare

Fisierul cuvinte.in contine pe prima linie sirul de caractere.

Date de iesire

Fisierul de iesire cuvinte.out va contine pe prima linie numarul cerut in enunt.

Exemplu
cuvinte.in cuvinte.out Explicatie
canall 6 Literele din sirul de caractere sunt a, c si n.

Cu acestea se pot forma 6 cuvinte:
can, cna, acn, anc, nac, nca
Doru Constantin, Pitesti

Clasele XI-XII

I 86 (partitii). Se dau n numere naturale distincte. Determinati numarul de partitii ale
multimii formate cu numerele date, care au proprietatea ca fiecare submultime contine cel putin
un numar prim.

Cerinta

Cunoscand n si numerele date, se cere sa se determine numarul de partitii cu proprietatea
din enunt.

Restrictii si precizari
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e 1 <n<25
e Cele n numere sunt < 100000000
Date de intrare

Fisierul partitii.in contine pe prima linie n, apoi pe linia a doua cele n numere separate
prin cate un spatiu.

Date de iesire

Fisierul de iesire partitii.out va contine pe prima linie numarul cerut in enunt.

Exemplu

partitii.in partitii.out Explicatie

4 5 Partitiile formate cu submultimi ce contin
10 387 cel putin un numar prim sunt:

{10,3,8,7}

{10,3,8} {7}
{10,3} {8,7}
{3,8} {10,7}
{3} {10,8,7}

Costel Balcau, Pitesti
I 87 (numarare). Se dau n numere naturale. Determinati cate numere dintre acestea se pot
scrie ca suma de exact [n/2] numere prime distincte.
Cerinta

Cunoscand n si numerele date se cere sa se determine numarul de numere cu proprietatea
din enunt.

Restrictii si precizari

e 1 <n<20
e Cele n numere sunt < 100000

Date de intrare

Fisierul numarare.in contine pe prima linie n, apoi pe linia a doua cele n numere separate
prin cate un spatiu.

Date de iesire

Fisierul de iesire numarare.out va contine pe prima numarul cerut in enunt.

Exemplu
numarare.in numarare.out Explicatie
4 2 Numerele care se pot scrie ca suma de doua
104138 numere prime distincte sunt:
10=3+7
8=3+5

Toan Alexandru Popescu, Bucuresti
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I 88 (arce). Se da un graf orientat cu n noduri si m arce. Pentru acest graf se doreste
determinarea numarului cel mai mare de arce care se gasesc intr-o component tare conexa.

Cerinta

Cunoscand n, m si cele m arce se cere sa se determine numarul cel mai mare de arce care se
gasesc intr-o component tare conexa.

Restrictii si precizari
e 1 <n <100
Date de intrare

Fisierul arce.in contine pe prima linie n si m separate printr-un spatiu, apoi pe urmatoarele
m linii nodurile arcelor separate prin cate un spatiu.

Date de iesire
Fisierul de iesire arce.out va contine pe prima linie numarul cerut in enunt.

Exemplu

arce.in arce.out Explicatie

4 Graful contine 3 componente conexe.
Componenta conexa cu cele mai multe arce
are nodurile 1, 2, 3 si 4 arce.

(o8}

W oo WNO O~ N
= = NN Woo N

Doru Anastasiu Popescu, Pitesti

I 89 (lant). Se da un graf neorientat conex cu n noduri si m muchii. Pentru acest graf se
doreste determinarea unui lant elementar care sa contina toate nodurile grafului, daca exista.

Cerinta

Cunoscand n noduri si cele m muchii se cere sa se determine un lant elementar care sa
contina toate nodurile grafului.

Restrictii si precizari
e 1 <n <1000
Date de intrare

Fisierul 1lant.in contine pe prima linie n si m separate printr-un spatiu, apoi pe urmatoarele
m linii nodurile muchiilor separate prin cate un spatiu.

Date de iesire

Fisierul de iesire lant.out va contine pe prima linie nodurile lantului din cerinta separate
prin cate un spatiu. Daca nu exista un astfel de lant se va scrie cifra 0.
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Exemplu
lant.in lant.out Explicatie
4 5 4321 Pot exista mai multe lanturi cu proprietatea
34 din enunt, dar se va afisa doar unul dintre ele.
12
14
2 4
23

Doru Constantin, Pitesti

I 90 (arbore). Se da un arbore cu n noduri prin vectorul tata. Verificati daca arborele este

A

binar sau nu. In caz afirmativ se cere determinarea vectorilor stanga — dreapta construiti dupa

regulile:

e daca un nod k are doi fii ¢ si j cu ¢ < j, atunci ¢ este fiu stang, iar j este fiu drept;

e daca un nod k are un singur fiu ¢, atunci ¢ este fiu stang, daca i este impar si ¢ este fiu
drept daca ¢ este par.

Cerinta

Cunoscand n si componentele vectorului tata, afisati DA, daca arborele este binar, respectiv
NU contrar pe prima linie. Daca arborele este binar, atunci pe a doua linie se va scrie vectorul
stanga, iar pe linia a doua vectorul dreapta.

Restrictii si precizari

o 1 <n <1000

Date de intrare

Fisierul arbore.in contine pe prima linie n si pe linia a doua vectorul tata.

Date de iesire

Fisierul de iesire arbore.out va contine pe prima linie DA sau NU cu semnificatia din
enunt. Daca arborele este binar, atunci pe a doua linie se va scrie vectorul stanga, iar pe linia a
doua vectorul dreapta.

Exemplu

arbore.in arbore.out Explicatie

4 5 DA Radacina arborelui este 0
2023 0100 si orice nod are cel mult doi fii.
5 0340

20252 NU

24

23

Doru Anastasiu Popescu, Pitesti
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Donald Knuth si dolarul hexazecimal

Tudor Béalanescu®

Literatura de tip monografic a ultimelor 3 decenii ale secolului trecut era dominata, in
domeniul Computer Science, de grandioasa opera multivolum elaborata de profesorul Donald
Erwin Knuth de la Stanford University, considerat, printre altele, intemeietorul domeniului
Analiza complexitatii algoritmilor si distins, pentru inestimabila sa contributie stiintifica cu
ACM Turing award (un fel de Premiu Nobel al informaticii teoretice). Intitulata The Art of
Computer Programming aceasta serie subliniaza prin titlu si abordare convingerea autorului
ca actul de programare este in esenta unul cu un pronuntat caracter creativ si orientat mai
degraba catre om nu numai catre calculator (paradigma literate programming).

Pentru identificarea eventualelor erori strecurate in lucrarile elaborate, Knuth decide sa
recompenseze printr-un cec (de valoare negociabild) orice sugestie semnificativa de imbunatatire
a textelor sale precum si fiecare semnalare a unei greseli, indiferent de natura acesteia (tehnica,
tipografica etc. ). Pana in 2001 emisese deja cam 2000 de cecuri, cu o valoare medie de cam 8%
(USA) pe cec. Majoritatea acestora nu au fost incasate, beneficiarii multumindu-se cu satisfactia
de a fi corectat pe marele Donald Knuth. Desigur au existat si incasari reale. Printre ,,vanatorii”
de erori circula chiar o butada: este o dovada de inteligenta sa descoperi o greseala la Knuth,
dar ar fi o prostie sa-i iei banii. Pana la urma, cecurile cu semnatura celebrului autor au devenit
doar trofee mult ravnite in comunitatea informaticienilor.

Cu vremea, pentru a se apara de intentiile de ,,frauda”, Knuth a mutat in 2008 ,,afacerea”
intr-un imaginar paradis fiscal numit San Serriffe a carui moneda era dolarul hexazecimal (notat
0x$), evaluat la 256 cents ... (100ggx cents), paritatea fiind deci 0x$1 = USD2.56 . Desigur,
banca din San Serriffe avea sucursale in Blefuscu, Elbonia dar si pe planeta Pincus. Renunta la
negociere si instituie un ,tarif” mai exact de recompensare: de pilda, sugestiile de imbunatatire
erau evaluate cu 32 cents (adica 0.2y gy dintr-un dolar hexazecimal). Conform bilantului din
11 februarie 2021, soldul celui mai consistent cont al bancii este 0x $92.78. Exista cateva sute
de alte conturi, de valori mai mici, multe dintre acestea apartindand unor romani (cel mai bine
situat, cu 0x$54.e0, Gheorghe Liviu Lalescu).

[zvorata partial din dorinta autorului de a aduce o farama de amuzament in preocuparile
serioase ale matematicienilor si informaticienilor, initiativa s-a dovedit a fi, printre altele, un
foarte inteligent instrument de promovare a preocuparilor stiintifice ale unuia dintre prestigiosii
cercetatori ai domeniului Computer Science.

Donald Knuth a avut o relatie consistenta cu matematicienii si informaticienii romani. La
inceputul anilor 70’ a participat la congresul Logic, Methodology and Philosophy of Science

'Prof. univ. dr., Universitatea din Pitesti, tudor_balanescu@yahoo.com
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IV, Proceedings of the Fourth International Congress for Logic, Methodology and Philosophy of
Science, Bucharest, 1971 (P. Suppes, L. Henkin, A. Joja, Gr.C. Moisil), dupa cum marturiseste
profesorul Dragos Vaida in [4]: ,,am fost impreuna la receptia oferita de Ceausescu la Palatul
Victoria si am fost de fata la discutia celor doi.”

Ca fosti studenti si tineri (in acea vreme) colaboratori ai lui Dragos Vaida, eram méandri
de consideratia pe care Donald Knuth o acorda mentorului nostru. lar masura in care Arta
programarii calculatoarelor a influentat destinul stiintific al multor generatii de matematicieni
si informaticieni ne apare astazi mai limpede.
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