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DIN ACTIVITATEA DEPARTAMENTULUI

Prezentarea Concursului de Programare ,,OSF — UPIT
Hackathon” 2019, Editia I, 15-22 martie 2019

Maria Miroiu*

Compania S.C. OSF Global Services S.R.L., in colaborare cu Departamentul Matema-
tica-Informatica al Facultatii de Stiinte, Educatie Fizica si Informatica din cadrul Universitatii
din Pitesti, a organizat, in perioada 15-22 martie 2019, prima editie a concursului “OSF-UPIT
Hackathon”. In ziua de 19 martie 2019 a avut loc o intalnire pentru verificarea progresului pro-
iectului si evaluare intermediara, iar jurizarea si premierea au avut loc in data de 22 martie 2019.
Prin acest concurs, s-a incurajat si cultivat gandirea creativa si spiritul inovativ al studentilor
cu pregatire specifica, completandu-se cu notiuni de leadership, marketing sau management.

OSF-UPIT Hackathon 2019 s-a adresat studentilor inmatriculati la specializarile Departa-
mentului Matematica-Informatica din cadrul Universitatii din Pitesti. Au participat 38 de
studenti de la domeniul de licenta Informatica, respectiv de la programul de masterat in
limba engleza “Advanced Techniques in Information Processing”, grupati in 9 echipe
de cate 2-6 membri.

Consursul de programare a vizat propuneri de solutii tehnologice in beneficiul comunitatii,
dezvoltand o aplicatie web sau mobila pentru imbunatatirea comunicarii dintre primaria
Pitesti si cetateni, prin Centralizarea incidentele raportate la nivel de oras.

Pentru implementare, se puteau folosi la alegere tehnologii back-end precum: PHP, Python,
Ruby, NodelS, Backbone JS, Angular, React JS, Java, .Net, baze de date, Android / iOS,
Google Firebase s.a., respectiv tehnologii front-end precum: framework-uri HTML / JS / CSS
(Bootstrap, Foundation, Material UI, Semantic Ul etc), Android / iOS, animatii WebGL, Canvas
sau JS etc.

Componenta juriului desemnat a fost urmatoarea:

1. conf.univ.dr. Doru Constantin, conf.univ.dr. Doru Anastasiu Popescu, lect.univ.dr. Viorel
Paun, lect.univ.dr. Maria Miroiu - cadre didactice ale Departamentului Matematica-
Informatica, Universitatea din Pitesti;

2. Constantin Neata ((NET Team Leader), Claudiu Ticu (Front-Technical Lead), Mihai
Vélcu (Back-End Solution Architect) si Dragos Serbanescu (Front-End Solution Architect)
- specialisti ai companiei OSF Global Services.

Juriul a stabilit urmatoarele criterii de evaluare a proiectelor: prezentarea proiectului,
gradul de complexitate si functionalitate a aplicatiei, nivelul UX, calitatea codului, nivelul de
creativitate, documentatia tehnica si documentatia pentru testare. In urma aplicarii acestor

!Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, maria.miroiu@gmail.com
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criterii, s-au acordat punctaje corespunzatoare, fiecare criteriu avand un punctaj intre 1 si 5
puncte.

Premiile oferite in cadrul concursului de catre compania OSF Global Services au fost in
valoare totala de 4800 de lei:

1. locul I: 2000 RON;
2. locul II: 1200 RON;
3. locul IIT: 600 RON;
4. doua premii speciale in valoare de 500 lei fiecare.

La prezentarea aplicatiilor a participat o delegatie de la Universitatea din Veliko Turnovo,
Bulgaria, motiv pentru care prezentarile aplicatiilor au fost facute in limba engleza.

1. Premiul I a fost castigat de echipa Trustart compusa din studentii Uzum Mario-Claudiu,
Anghel Valentin-George, Roceanu Mihai si Oprea Gabriel;

2. Premiul al Il-lea a fost castigat de echipa NullPointException, compusa din studentii
Oprea Romica Marius, Saru Cornel Ionut si Iordan Ionut Catalin;

3. Premiul al IlI-lea a fost castigat de echipa Aricii compusa din studentii Prostoiu
Daniel-Constantin si Radu Florin-Georgian;

4. Premii speciale au fost castigate de echipa Alpha Stage Crew compusa din studentii
Staicu Mircea Adrian, Ciolca Andrei-lIulian si Zamfir Andrei-Gabriel, respectiv echipa
CodingBees compusa din studentele Rotaru (Cirstoiu) Elena Daniela, Turcin Maria
Melania, Colteanu Ana Maria Andreea si Andrei Ana Maria.

Celelalte echipe participante au fost: echipa Noi compusa din studentii Gulie Pantelimon,
Gosoiu Cosmin [ulian, Mantaluta Bogdan Ionut, Nicolescu Mihai Robert, Marin Marian Puiu si
Rachieru Dragos-Mihai, echipa Deities formata din studentii Chiriac Sebastian-Ionut, Nitescu
Cornel-Tonut, Matei Marian Alexandru, Badiloiu Marian Cristian Razvan, Nedelea Eugen
Cristian si Anghel Nicolae Marian, echipa Sarpe04 formata din studentii Dumitru Constantin
Damian, Ion Adrian-Ionut, Ene Ionut-Remus, Deditoiu Alexandru-Valentin, Gherman Radu-
Marian si Voiculescu Marian-Madalin, respectiv echipa Rag-Tag Circus formata din studentii
Fulger Manuel-Gabriel, Bancescu Victor-Stefan si Stoian Alexandru-Cosmin.

Dincolo de premiile in bani oferite echipelor castigatoare, concursul “OSF-UPIT Hackaton”

2019 a oferit o oportunitate pentru toti studentii care isi doresc o cariera in IT sa isi testeze
limitele si sa experimenteze ce inseamna sa lucreze pe un proiect real, cu suport tehnic continuu
din partea companiei OSF Global Services.



Prezentarea Concursului de Informatica ,,Programming
Day for High School”, Editia a III-a, Pitesti, 18 mai 2019

Doru Anastasiu Popescu !, Costel Balciu ? si Doru Constantin 3

Departamentul Matematica - Informatica
al Universitatii din Pitesti a organizat a treia
editie a concursului de programare clasica (fo-
losind limbajele Pascal/C/C++ - Mediul de
programare Code::Blocks) cu numele ,,Pro-
gramming Day”. La aceasta editie au partici-
pat elevi de la unitati scolare din judetele
Arges, Valcea si Olt. In continuare pre-
zentam problemele date in concurs impreuna
cu indicatii de rezolvare. Acestea au fost ela-
borate de Conf. univ. dr. Doru Constantin,
Conf. univ. dr. Doru Anastasiu Popescu,
Conf. univ. dr. Costel Balcau - Universita-
tea din Pitesti si Gabriel Boroghina - student
la Universitatea Politehnica din Bucuresti.
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Premiile castigatorilor au fost sponsorizate de firma ROWEB Development, director general
Viorel Costea (profesor de Informatica) si de firma Velox Logistics Center, director economic
Adriana Neaga.

Concursul de programare clasica

Acesta a fost organizat pe trei sectiuni, corespunzatoare clasei a IX-a, clasei a X-a si claselor a
Xl-a si a XII-a. Concurentii au avut de rezolvat cate doua probleme, fiecare avand un punctaj
de 100 de puncte.

Clasa a IX-a

Problema 1 — lanturi
Se da un tablou bidimensional cu M linii si NV coloane in care elementele sunt 0 sau 1. Doua
elemente din tabloul bidimensional sunt vecine daca ele se afla pe aceeasi linie si pe coloane
consecutive sau pe aceeasi coloana si pe linii consecutive. Definim notiunea de lant ca fiind o
succesiune maximala de cifre egale cu 1, vecine doua cate doua.

!Conf. univ. dr., Universitatea din Pitesti, dopopan@yahoo.com
2Conf. univ. dr., Universitatea din Pitesti, cbalcau@yahoo.com
3Conf. univ. dr., Universitatea din Pitesti, doru.constantin@upit.ro
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Pentru exemplul din Figura 1 avem exact
4 lanturi (marcate prin segmente).
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Fig. 1: Exemple de lanturi.
Cerinta
Cunoscand M, N si elementele tabloului bidimensional se cere:

1. numarul maxim de elemente 1 ce se gasesc pe o aceeasi linie;
2. numarul de lanturi.

Date de intrare
Fisierul de intrare lanturi.in contine pe prima linie un numar natural p. Pentru toate
testele de intrare, numarul p poate avea doar valoarea 1 sau 2.

Pe linia a doua se afla M si N, iar pe urmatoarele M linii cate N cifre de 0 si 1, separate
prin cate un spatiu, ce reprezinta elementele tabloului bidimensional.

Date de iesire
Daca valoarea lui p este 1, se va rezolva numai punctul 1) din cerinta.

In acest caz, in fisierul de iesire lanturi.out se va scrie un singur numar natural reprezentand
numarul maxim de elemente 1 ce se gasesc pe aceeasi linie.

Daca valoarea lui p este 2, se va rezolva numai punctul 2) din cerinta.

In acest caz, in fisierul de iesire lanturi.out se va scrie un singur numar natural reprezentand
numarul de lanturi din tablou.

Restrictii si precizari

o 1 < M, N <300

e Pentru toate datele de intrare se garanteaza faptul ca in tabloul dat orice element egal cu
1 are cel mult doi de 1 vecini

e Pentru rezolvarea corecta a cerintei 1 se acorda 25% din punctaj, iar pentru cerinta 2 se
acorda 75% din punctaj

Exemple
lanturi.in lanturi.out | Explicatie
1 5 p =1
5 10 Linia 1 are 4 cifre de 1, liniile 2, 3 si
1100101000 4 au cate 5 cifre de 1, iar linia 5 o cifra de 1.
0101001101 Astfel 5 este numarul maxim de cifre de 1 de pe o linie.

1101000101
1001000111
0001000000

lanturi.in lanturi.out | Explicatie
2 4 p =2
5 10 Exista exact 4 lantur: in tablou.

1100101000
0101001101
1101000101
1001000111
0001000000
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Timp maxim de executie: 0.2 secunde/test.
Memorie totala disponibila 4 MB.
Dimensiunea maxima a sursei: 5 KB.

Solutie

Pentru rezolvarea primei cerinte se va determina pentru fiecare linie suma elementelor s
(care reprezinta numarul de 1) si apoi se compara s cu o variabila Maz, care initial este 0. Daca
s > Max, atunci Max = s. Valoarea finala a lui Max se va afisa.

Pentru cerinta a doua se parcurg elementele tabloului si cand se gaseste un element egal cu
1 se incrementeaza o variabila Nr cu 1 (aceasta reprezinta numarul de lanturi, initial avand
valoarea 0) si se merge pe lantul ce il contine pe acesta (posibil, pe rand, in doua directii),
elementele parcurse transformandu-se din 1 in 0. Dupa parcurgerea elementelor tabloului se va
afisa Nr.

Problema 2 — rain

Pe o plantatie s-au amplasat sisteme pentru analiza umiditatii, care detecteaza picaturile de
ploaie ce cad pe pamant in raza lor de actiune. Un astfel de sistem poate fi reprezentat printr-un
segment de dreapta ce contine senzori de la 1 la M (amplasati uniform de-a lungul segmentului).
Un senzor detecteaza toate picaturile care cad pe dreapta perpendiculara pe segmentul sistemului
de analiza in acel punct si retine indexul senzorului unde a cazut picatura. Senzorii sunt foarte
mici si desi, astfel incat o picatura de ploaie va pica intotdeauna exact in raza unui singur
Senzor.

Dupa fiecare secunda, sistemul trimite datele inregistrate la un calculator pentru a fi
interpretate. Dupa T secunde, expertul care analizeaza datele ar dori sa afle care este distanta
maxima dintre doi senzori intre care nu a cazut nicio picatura de ploaie (acest lucru insemnand
ca zona respectiva nu a primit suficienta apa in urma celor 7" secunde).

Deoarece numarul de senzori si numarul de picaturi de ploaie inregistrate sunt mult prea
mari pentru a fi analizate manual, expertul ar mai dori si ca programul de calculator sa ii reduca
numarul de senzori analizati, extragandu-i numai pe cei cu indexul numar prim din primii /&
(el considera ca acestia sunt suficienti pentru analiza), insotiti de numéarul de secunde in care
acestia au inregistrat picaturi de ploaie.

Cerinta

Cunoscand M, T, K, precum si T vectori ordonati crescator, cate unul pentru fiecare secunda,
cu indecsii senzorilor care au inregistrat cel putin o picatura de ploaie in secunda respectiva, se
cere:

1. distanta maxima dintre 2 senzori intre care nu a cazut nicio picatura de ploaie (ca diferenta
dintre indecsii lor);

2. senzorii cu indexul numar prim si mai mic sau egal cu K, impreuna cu numerele aferente
de secunde in care au inregistrat picaturi de ploaie.

Date de intrare
Fisierul de intrare rain.in contine pe prima linie un numar natural p. Pentru toate testele
de intrare, numarul p poate avea doar valoarea 1 sau 2.

Urmeaza o linie continand cele 3 numere M,T" si K, separate prin cate un spatiu.

Urmeaza T linii ce descriu picaturile de ploaie inregistrate in fiecare din cele T' secunde.
A i-a dintre aceste linii va contine mai intai un numar N;, reprezentand numarul de picaturi
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inregistrate in secunda ¢, urmat de N; valori ordonate crescator (si distincte) indicand senzorii
care au inregistrat cel putin o picatura de ploaie in secunda 1.

Date de iesire
Daca valoarea lui p este 1, se va rezolva numai punctul 1) din cerinta.

In acest caz, in fisierul de iesire rain.out se va scrie un singur numar reprezentand distanta
maxima dintre doi senzori intre care nu a cazut nicio picatura de ploaie.

Daca valoarea lui p este 2, se va rezolva numai punctul 2) din cerinta. In acest caz, in fisierul
de iesire se va afisa pe prima linie numarul P de senzori cu indexul numar prim mai mic sau egal
cu K. Pe urmatoarele P linii se vor afisa cate doua numere, separate printr-un spatiu: primul
reprezentand indexul senzorului, iar al doilea numarul de secunde in care senzorul respectiv a
inregistrat picaturi de ploaie. Senzorii vor fi afisati in ordine crescatoare.

Restrictii si precizari

¢ 1< M<10°1<T<20,1<K<10°% K<M

e 2< N;<10%i=1,T

e Pentru rezolvarea corecta a cerintei 1 se acorda 50% din punctaj, iar pentru cerinta 2 se
acorda 50% din punctaj

Exemple
rain.in rain.out Explicatie
1 3 p =1
1325 Senzorii care au detectat cel putin o picatura de apa sunt:
32810 2 45 8 10; distanta maxima este 8-5= 3. Un alt exemplu
3245 cu aceeasi distanta este 13 — 10 = 3.
rain.in rain.out | Explicatie
2 3 p = 2
1325 22 Din primii K=5 senzori, ii alegem pe cei cu index prim: 2
32810 30 (secundele 1 si 2), 3 (nicio secunda) si 5 (secunda 2).
3245 51

Timp maxim de executie: 0.45 secunde/test.
Memorie totala disponibila: 32 MB.
Dimensiunea maxima a sursei: 5 KB.

Solutie

Pentru prima cerinta se interclaseaza cei 1" vectori si se determina raspunsul, tinand cont si
de senzorii extremi, 1 si M. Pentru cerinta a doua, se va genera, folosind ciurul lui Eratostene,
un vector cu primele K numere prime. Pentru fiecare dintre acestea se determina numarul de
aparitii In vectorul interclasat.

Clasa a X-a

Problema 1 — cuvinte
Se da un cuvant C' format numai din litere mari si un tablou bidimensional A cu M linii si IV
coloane, cu componente litere mari. Prin anagrama a lui C' intelegem un cuvant obtinut din C'
prin permutarea literelor sale.
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Doua elemente din tabloul bidimensional VA KA | XN |V
A sunt vecine daca acestea se afla pe aceeasi li- M IRl E | ¥ | AR
nie si pe coloane consecutive sau pe aceeasi co- E A A B ITAlTx
loana si pe linii consecutive. Definim notiunea =
de lant ca fiind o succesiune ordonata de ele- T T‘_ ! ‘”_'I DV {j'
mente vecine, care nu se repeta (trece printr- EJO G E R |G

un element din tablou o singura data). Pentru
cuvantul ¢' = "VARA” si tabloul bidimen-
sional A alaturat sunt marcate 4 lanturi ana-
grame pentru C' (dintr-un total de 10 lanturi
anagrame pentru C').

Fig. 2: Exemple de lanturi.

Cerinta
Cunoscand cuvantul C, dimensiunile M, N si elementele tabloului bidimensional A se cere:

1. numarul de aparitii in tabloul A a ultimei litere din C}
2. numarul de lanturi din tabloul A, care sunt anagrame ale cuvantului C.

Date de intrare

Fisierul de intrare cuvinte.in contine pe prima linie un numar natural p. Pentru toate
testele de intrare, numarul p poate avea doar valoarea 1 sau 2.

Pe linia a doua se afla cuvantul C, pe linia a treia se afla M si N separate printr-un spatiu,
iar pe urmatoarele M linii cate N litere mari, fara spatii intre ele, ce formeaza tabloul A.

Date de iesire
Daca valoarea lui p este 1, se va rezolva numai punctul 1) din cerinta.

In acest caz, in fisierul de iesire cuvinte. out se va scrie un singur numar natural reprezentand
numarul de aparitii in tabloul A a ultimei litere din C'.

Daca valoarea lui p este 2, se va rezolva numai punctul 2) din cerinta.

In acest caz, in fisierul de iesire cuvinte. out se va scrie un singur numar natural reprezentand
numarul de lanturi din tabloul A, care sunt anagrame ale cuvantului C'.

Restrictii si precizari

e (' are cel mult 10 litere

e 1 <M, N<41

e Pentru rezolvarea corecta a cerintei 1 se acorda 25% din punctaj, iar pentru cerinta 2 se
acorda 75% din punctaj

Exemple

cuvinte.in cuvinte.out | Explicatie

1 6 p =1

VARA Ultima litera din cuvantul C' (VARA) este A. A apare in
56 tablou de 6 ori.

VARAXV
MREYAR
EAABAX
TIGDVG
EOGERG
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cuvinte.in cuvinte.out | Explicatie

2 10 p = 2

VARA Lanturile din tabloul A care sunt anagrame pentru
56 cuvantul C: VARA, VARA, ARAV, VRAA, AAVR,
VARAXV RAAV, ARAV, AARV, VAAR, RVAA.

MREYAR

EAABAX

TIGDVG

EOGERG

Timp maxim de executie: 0.15 secunde/test.
Memorie totala disponibila: 2 MB.
Dimensiunea maxima a sursei: 5 KB

Solutie

Pentru prima cerinta, se parcurge tabloul A si se compara fiecare element cu ultima litera
din cuvantul C'. Daca sunt egale se incrementeaza un contor. Pentru a doua cerinta se genereaza
toate lanturile in paralel cu stergerea caracterului respectiv din C. Cand in lant litera curenta

BERLET]

nu este in C', generarea se incheie fara succes; daca se ajunge la C' ="" atunci avem un lant
anagrama si se contorizeaza.

Problema 2 — partsums

Paul este in vacanta si se plictiseste. De aceea, incearca sa gaseasca un nou mod inedit de a-si
petrece timpul. El scrie pe o foaie un sir format din /N valori de 1. Apoi, sub acest sir calculeaza
sumele partiale: 1,2,3,..., N, obtinand un nou sir de N numere. Deoarece plictiseala atinge
cote maxime, alege la Intamplare un numar R si isi propune sa calculeze mental care este ultimul
numar (al N-lea) din sirul obtinut dupa aplicarea operatiei de R ori, calculand de fiecare data
sirul sumelor partiale pentru sirul anterior. isi da seama ca este greu sa determine aceasta
valoare, asa ca decide doar sa o estimeze, iar apoi sa vada cat de mult s-a apropiat de valoarea
reala. Pentru a calcula valoarea exacta, ar avea nevoie de un program, lucru cu care va roaga
pe voi sa 1l ajutati.

Cerinta
Dandu-se N — numarul de valori din sir si R — numarul de repetari ale operatiei, se cere:

1. al treilea numar din sirul obtinut dupa aplicarea operatiei de R ori, modulo 323333 (prim);
2. ultimul numar din sirul obtinut dupa aplicarea operatiei de R ori, modulo 323333 (prim).

Date de intrare
Fisierul de intrare partsums.in contine pe prima linie un numar natural p. Pentru toate
testele de intrare, numarul p poate avea doar valoarea 1 sau 2.

Urmeaza o linie continand cele 2 numere N si R separate printr-un spatiu.

Date de iesire

Daca valoarea lui p este 1, se va rezolva numai punctul 1) din cerinta. In acest caz, in fisierul
de iesire partsums.out se va scrie un singur numar reprezentand valoarea celui de-al 3-lea
numar din sirul obtinut dupa calcularea repetata de R ori a sumelor partiale, modulo 323333.

Daca valoarea lui p este 2, se va rezolva numai punctul 2) din cerinta. In acest caz, in fisierul
de iesire se va scrie un singur numar reprezentand valoarea celui de-al N-lea numar din sirul
obtinut dupa calcularea repetata de R ori a sumelor partiale, modulo 323333.
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Restrictii si precizari

e 3< N <4000,1<R<108

e Pentru 20% din teste, R < 500

e Pentru rezolvarea corecta a cerintei 1 se acorda 20% din punctaj, iar pentru cerinta 2 se
acorda 80% din punctaj

Exemple
partsums.in partsums.out | Explicatie
1 10 p =1
23 Dupa 3 operatii, sirul obtinut este: 1 4 10 20 35.
partsums.in partsums.out | Explicatie
2 35 p =2
23 Dupa 3 operatii, sirul obtinut este: 1 4 10 20 35.

Timp maxim de executie: 0.15 secunde/test.
Memorie totala disponibila: 2 MB.
Dimensiunea maxima a sursei: 5 KB.

Solutie

Sirurile de numere obtinute sunt coloanele tabloului bidimensional format de combinari
(triunghiul lui Pascal). Astfel, al n-lea numar din sirul de la pasul R este de fapt egal cu
comb(R+n—1n—-1)=(R+1)*...x(R+n—1)/(n—1)! (modulo 323333).

Clasele a XI-a si a XII-a

Problema 1 — grafuri
Se dau T grafuri neorientate notate cu Gy, G, ..., Gr, fiecare prin numarul de noduri, numarul
de muchii si muchii. Spunem ca un graf neorientat este 2-neconex echilibrat, daca are exact
doua componente conexe, ambele componente conexe avand acelasi numar de noduri. Un graf
neorientat este aproape 2-neconex echilibrat, daca prin adaugari de muchii (pastrand toate
muchiile initiale) se obtine un graf 2-neconex echilibrat.

Cerinta
Cunoscand numarul de grafuri T si datele pentru fiecare graf G, Gs,...,Gr, se cer:

1. numerele de ordine (in ordine crescatoare) ale grafurilor care sunt 2-neconezxe echilibrate;
2. numerele de ordine (in ordine crescatoare) ale grafurilor care sunt aproape 2-neconex
echilibrate.

Date de intrare

Fisierul de intrare grafuri.in contine pe prima linie un numar natural p. Pentru toate
testele de intrare, numarul p poate avea doar valoarea 1 sau 2.

Pe linia a doua se afla T', numarul de grafuri, iar pe urmatoarele linii datele pentru fiecare
graf neorientat in formatul: n; m; (numarul de noduri si numarul de muchii separate prin cate
un spatiu) pe o linie si m; muchii, pe céate o linie fiecare (capetele muchiilor fiind separate prin
cate un spatiu), 1 <i <T.

Date de iesire
Daca valoarea lui p este 1, se va rezolva numai punctul 1) din cerinta.
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In acest caz, in fisierul de iesire grafuri.out se vor scrie numerele de ordine (in ordine
crescatoare) ale grafurilor neorientate care sunt 2-neconexe echilibrate.

Daca valoarea lui p este 2, se va rezolva numai punctul 2) din cerinta.

In acest caz, in fisierul de iesire grafuri.out se vor scrie numerele de ordine (in ordine
crescatoare) ale grafurilor neorientate care sunt aproape 2-neconex echilibrate.

Restrictii si precizari

e 1 <T<20;1<n;<200,1<4¢<T

e Orice graf 2-neconex echilibrat este si aproape 2-neconex echilibrat

e Pentru rezolvarea corecta a cerintei 1 se acorda 40% din punctaj, iar pentru cerinta 2 se
acorda 60% din punctaj

Exemple
grafuri.in | grafuri.out| Explicatie
1 1 p =1
3 Primul graf neorientat este 2—neconex echilibrat, celelalte
42 doua grafuri nu sunt 2-neconex echilibrate.
12
34
74
13
26
17
75
61
14
grafuri.in | grafuri.out| Explicatie
2 13 p = 2
3 Primul si al treilea graf neorientat sunt aproape 2-neconex
42 echilibrate. Primul graf este 2-neconex echilibrat si implicit
12 aproape 2—neconex echilibrat. Al doilea graf are doua
34 componente conexe, una cu 4 noduri si alta cu 2 noduri, deci
74 nu este graf aproape 2-neconex echilibrat. La al treilea graf,
13 daca adaugam, de exemplu muchiile [1,2], [3,5], [5,6] se obtine
26 un graf cu doua componente conexe, fiecare cu cate 3 noduri,
17 deci graful este aproape 2—-neconex echilibrat.
75
61
14

Timp maxim de executie: 0.1 secunde/test.
Memorie totala disponibila 4 MB.
Dimensiunea maxima a sursei: 5 KB.

Solutie

Daca numarul de noduri este impar, graful nu verifica nicio conditie dintre cele doua definite
in enunt. Pentru prima cerinta folosim parcurgerea in latime sau in adancime, de cel mult de
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cate doua ori pentru fiecare graf, pentru a depista primele doua componente conexe. Astfel
se determina numerele de noduri ale acestor componente N7y si, eventual, Nry. Graful este
2-neconex echilibrat daca Nry = n;/2 si Nry = n; /2.

La a doua cerinta, pentru fiecare graf se determina un vector x = (x1, zo, . .., x)) cu numerele
de noduri din fiecare componenta conexa si, folosind metoda programarii dinamice, se verifica
daca exista componente din x cu suma egala cu n;/2, aceasta fiind conditia ca graful sa fie
aproape 2-neconex echilibrat.

Problema 2 — music
Luca este un talentat cantaret de pian. Mai nou, a inceput sa si compuna melodii. O melodie
este reprezentata ca un sir de note muzicale (DO, RE, MI, FA, SOL, LA, SI). El foloseste
note din oricare dintre octavele 1 — K (adica notele pe care le poate adauga sunt — in ordine
crescatoare: DO_1, RE_1, MI_1, FA_1, SOL_1, LA_1, SI_1, ..., DO_K, RE_K, MI_K, FA_K,
SOL_K, LA K, SI.K).

Mai mult, Luca si-a creat chiar si propria metrica pentru calitatea unei melodii, bazata pe un
grad de armonie. Acesta se determina astfel: se gaseste cea mai inalta nota din melodie (daca
sunt mai multe astfel de note, se alege cea mai din dreapta) si se calculeaza lungimea maxima
a unui subsir de note crescatoare din intervalul [prima nota, nota cea mai inalta] (prologul
melodiei). Apoi se gaseste cea mai joasa nota din melodie (daca sunt mai multe astfel de note,
se alege cea mai din dreapta) si se calculeaza lungimea maxima a unui subsir descrescator din
intervalul [prima not&, nota cea mai joasa]. Gradul de armonie al melodiei va fi suma celor doua
lungimi + lungimea melodiei.

Luca si-a propus sa compuna o melodie cu gradul de armonie minim H. Insd deoarece era
prea entuziasmat, a ajuns sa creeze o melodie mult prea lunga (si nu vrea sa plictiseasca pe
nimeni cu o astfel de melodie). Asa ca isi doreste sa scurteze melodia compusa, prin eliminarea
unui sufix al sau (zero sau mai multe note de la final).

Va roaga sa il ajutati sa determine care este lungimea maxima a unui sufix ce poate fi
eliminat astfel incat melodia rezultata sa aiba inca gradul de armonie minim H.

Cerinta
Cunoscand N (lungimea melodiei initiale), H, precum si secventa de note care compun
melodia initiala, se cere:

1. lungimea maxima a unui subsir de note crescatoare din prologul melodiei initiale;
2. lungimea maxima a unui sufix ce poate fi eliminat astfel incat melodia rezultata sa isi
pastreze gradul de armonie cel putin H.

Date de intrare
Fisierul de intrare music.in contine pe prima linie un numar natural p. Pentru toate testele
de intrare, numarul p poate avea doar valoarea 1 sau 2.

Urmeaza o linie continand cele 3 numere N, K si H, separate prin cate un spatiu. A treia
linie contine cele N note ce compun melodia initiala, separate prin cate un spatiu.

Date de iesire
Daca valoarea lui p este 1, se va rezolva numai punctul 1) din cerinta.

In acest caz, in fisierul de iesire music.out se va scrie un singur numar, reprezentand
lungimea maxima a unui subsir de note crescatoare din prologul melodiei initiale.

Daca valoarea lui p este 2, se va rezolva numai punctul 2) din cerinta.
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In acest caz, in fisierul de iesire se va scrie un singur numar - lungimea maxima a unui sufix
ce poate fi eliminat astfel incat melodia rezultata sa isi pastreze gradul de armonie > H.

Restrictii si precizari

3< N, H<10°, K <1000

acorda 60% din punctaj

Pentru 40% din teste, 3 < N, H <4000
Se garanteaza ca melodia initiala are gradul de armonie > H
Pentru rezolvarea corecta a cerintei 1 se acorda 40% din punctaj, iar pentru cerinta 2 se

Exemple

music.in music.out| Explicatie

1 3 p =1

7106 Nota cea mai inalta este SI_7.

DO3 MI.1 RE5 SI.7 MI.4 LA 2 Cele mai lungi subsiruri crescatoare din

SI1 prolog sunt DO_3, RE_5, SI_7 si MI_1,
RE_5, SI.7, de lungime 3.

music.in music.out| Explicatie

2 4 D = 2

7106 Gradul initial de armonie = 3 (subsirul

DO3 MI.1 RE_5 SI.7 MI 4 LA 2 crescator) + 2 (subsirul descrescator) + 7

SI-1 (lungimea melodiei) = 12.
Daca eliminam un sufix mai lung de 4,
gradul de armonie devine < 5.

Timp maxim de executie: 0.25 secunde/test.

Memorie totala disponibila:16 MB.
Dimensiunea maxima a sursei: 5 KB.

Solutie Pentru prima cerinta se determina nota cea mai inalta si, utilizand metoda pro-
gramarit dinamice, se gaseste lungimea maxima a unui subsir crescator din prolog. Pentru
cerinta a doua se construiesc, utilizand metoda programarii dinamice, un vector cu lungimile
maxime ale unor subsiruri crescatoare din prologul curent si un vector cu lungimile maxime ale
unor subsiruri descrescatoare din intervalul [prima nota, nota cea mai joasa|, pe baza carora se
determina gradul de armonie al melodiei partiale (subsirul format din primele ¢ note), pana

cand acest grad devine mai mare sau egal cu H.

Concursul de programare a robotilor LEGO

Problema — robotica

La acest concurs a fost propusa urmatoarea problema.

Durata deplasarii: maxim 2 minute.

Punct de plecare: patrat verde, iar robotul orientat in orice directie, dar cu toate rotile

pe verde.

Activitate robot: Pentru doua cuburi date, de culoare rosu si galben, se cere sa se impinga
cuburile in zonele de culoare corespunzatoare (cubul galben in orice zona de culoare galbena, iar
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cubul rosu in zona de culoare rosie). Pentru impingerea pe suprafata corespunzatoare a unui
cub se primesc 20 de puncte. Pentru a se obtine cele 20 de puncte, trebuie ca toata suprafata
de pe masa a cubului sa fie in zona corespunzatoare culorii lui, iar pentru suprapunerea partiala
a cubului in zona de culoare aferenta, se primeste un punctaj de 10 puncte.

Oprirea robotului:

Implicit dupa 2 minute.

Cand unul din concurentii striga stop.

Cand se opreste robotul sau cand paraseste tabla.

Daca robotul se opreste in locul de unde a plecat (cu toate rotile, inclusiv bila pe culoarea
verde) atunci echipa mai primeste 10 puncte.

5. Daca se pune mana pe robot.

- =

Punctaj final:

Punctele se contorizeaza si la sfarsit constituie punctajul rundei. O echipa are 5 runde
(incercari pe plansa), cel mai mare punctaj impreuna cu timpul ei va fi folosit la intocmirea
clasamentului.

Masa:

La masa acesul se face in ordinea sosirii unui membru al echipei. Robotul se aseaza la
punctul de plecare si se porneste doar cand un membru al juriului spune start, moment in care
se porneste cronometrul.

Nicolae Bold, Slatina

Castigatorii concursului PDHS 2019

Premiantii concursului de programare clasica, respectiv de programare a robotilor LEGO
Mindstorms EV3 au fost:

Sectiunea A — clasa a IX-a: Benghe Cristian, Colegiul National ,,I.C. Bratianu”, Pitesti,
Arges, premiul I; Dragutoiu Viad, Colegiul National ,,I.C. Bratianu”, Pitesti, Arges, premiul al
[I-lea; Brabu Robert, Colegiul National ,,I.C. Bratianu”, Pitesti, Arges, premiul al IIl-lea.

Sectiunea B — clasa a X-a: Chiriac Cristian Alexandru, Colegiul National ,,I.C. Bratianu”,
Pitesti, Arges, premiul I; Stoica Ioan, Colegiul National ,,I.C. Bratianu”, Pitesti, Arges, premiul
al I1-lea; Serbanel Alexandru Damian, Colegiul National ,,I.C. Bratianu”, Pitesti, Arges, premiul
al III-lea.

Sectiunea C — clasele a XI-a si a XII-a: Stanciu Gabriel Ciprian, Colegiul National
,,Radu Greceanu”, Slatina, Olt, premiul I; Gherghe Tomy, Colegiul National ,,Al. Odobescu”,
Pitesti, Arges, premiul al II-lea; Nicoara Bogdan-Cristian, Colegiul National ,,I.C. Bratianu”,
Pitesti, Arges, premiul al ITI-lea.

Sectiunea R — Programarea robotilor LEGO Mindstorms EV3: Maldareanu Mihas,
Stanca Robert, Fierbantu Cosmin, Scoala Gimnaziala ,,Stefan Protopopescu”, Slatina, Olt,
premiul 1.



ARTICOLE SI NOTE DE MATEMATICA

Cum aratam ca doua drepte sunt perpendiculare

Mihaela Molodet !

In cele ce urmeaza, ne propunem sa abordam cele mai des intalnite metode de a arata ca
doua drepte sunt perpendiculare, rezumandu-ne doar la metodele folosite de elevii din gimnaziu,
prin aplicatii simple, care sa ofere directii de abordare in probleme de perpendicularitate.

1. Utilizam definitia.
Aplicatia 1. In Figura 1, AABC = AADE. D
Se stie ca m (<BAC) = 90°. Aratali ca
BCLDE. F

(Concurs ,X-OL”- Olanesti 2018, Mihaela C
Molodet - enunt modificat)

B A E
Figura 1
Demonstratie. Avem NABC = ANADE = <ABC = <ADE. Daca BC (| DE = {F}, atunci

JACB = <« DCF - opuse la varf. <ACB este complementar cu <ABC =<DCF este comple-
mentar cu </’ DC = m (<CFD) =90° = BCLDE. O

2. Folosim rezultatul ,,inéltimile unui triunghi sunt concurente”.

Justificare: Inaltimile AABC sunt me- O # E
diatoare in AA’B'C’ format de punctele de / \“}\E
intersectie ale dreptelor ce trec prin A, B, /H' f
respectiv C' si sunt paralele cu BC', AC, res- B\D—t
pectiv AB. Aceste mediatoare sunt concu- s

rente, deoarece punctul de intersectie dintre y
doua mediatoare este egal departat de toate 4

laturile. Figura 2

Aplicatia 2. In Figura 1, AABC = AADE. Se stie ci m (<BAC) = 90°. Ardtati ci
CELBD.
(Concurs ,X-OL”- Olanesti 2018, Mihaela Molodet - enunt modificat)

Demonstratie. Din rezultatul anterior, avem ca BC LDFE. Dar DAL BE = in ABED, C este
ortocentru = CE_1LBD. O

!Profesor, Colegiul Tehnic Energetic ,,Remus Ridulet”, Brasov, mihaela_personal@yahoo.com
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3. Folosim rezultatul ,,Daca dreptele sunt dreptele suport ale diagonalelor unui
romb, atunci sunt perpendiculare”.

Justificare: Rombul este un paralelogram, A
deci diagonalele sale se injumatatesc. In Fi-
gura 3, AO = CO = BO este mediana in
ANABC care este isoscel = BO este inaltime 0
in AABC = BOLAC, adici BDLAC. B D
C
Figura 3

Aplicatia 3. In Figura 4 este schita unei ta-
ble de joc ABCD, impartita in 25 de patrate
colorate in alb si negru, fiecare patrat avand
lungimea de 2 cm. Pe marginea tablei de joc
sunt alese, ca in figura, punctele P, Q, M, N
astfel incat AP = BQ) = CM = DN. Aratati
ca dreptele M P si NQ) sunt perpendiculare.

(Sitmulare Evaluare Nationala- 2014) Figura 4

Demonstratie. ABC'D patrat = AB = BC = CD = DA. Cum AP = BQQ = CM = DN
= PB = QC = MD = NA = ANAPN = ABQP = ACMQ@ = ADNM/(cazul C.C.)
= NP=PQ=QM =MN = MNPQ romb = MP1NQ. O

4. Folosim rezultatul ,,Daca aria triunghiului este egala cu semiprodusul dintre
doua laturi, atunci triunghiul este dreptunghic”.

Justificare: In Figura 5 avem ca Apapc = A

%. Presupunem ca AD1BC =
AAABC = AD—QBC = AB = AD (alt—
fel, in AABD dreptunghic in D am avea
ca ipotenuza este congruenta cu o ca-

teta, ceea ce este fals). Asadar AB1BC. B C

Figura 5

Aplicatia 4. In prisma patrulatera requ- H G
lati ABCDEFGH avem cd AB = 50v/2cm, /i L .
AFE = 48cm. Se alege punctul P pe [EG] asa E= A {F
incat 9EP = 16GP. Aratati ca PA1LPC. I .

(Mihaela Molodet) o] Y

>>
vs}

Figura 6
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Demonstratie. AC = EG = 100cm (TP in AABC) £8 = 18 = ZE — 1§ = EP = 64em,
PG = 36cm. m (<AEP) = m (<CGP) = 90°. Din Teorema lui Pitagora in AAEP, respectiv
ACGP, AP = 80cm, PC = 60cm. ACGE dreptunghi = Axpac = % = 2400cm?. Dar

APLC — 2400cm* = Appac = 42LC = PALPC. O

5. Folosim rezultatul ,,Daca lungimea medianei este jumatate din latura care o
determina, triunghiul este dreptunghic”.

Justificare: In Figura 7 AO = BO = CO, A
O € BC = BC diametrul cercului circum-
scris triunghiului ABC' = m (<BAC) =

Lom (BC) =1 =90,

B C
w

Figura 7

Aplicatia 5. In piramida patrulatera regu-
lata VABCD, avem VA = AB. Aratati ca
AV 1CV.

(Mihaela Molodet)

Demonstratie. AO = CO = %5, VA =1,
VOLAO =VO = %é (Teorema lui Pita-
gora iIn AVAO) = AO = CO = VO = '
AV LCV. ] Figura 8

6. Folosim egalitatea 3AG = BC, unde G este centrul de greutate al AABC.

Justificare: Daca AM mediana = AG = D . —— £
2AM = BC = 3AG = 3-3AM = 2AM,
ceea ce ne aduce in situatia de la punctul 5. O_—
Aplicatia 6. ABCD dreptunghi, O centrul
sau, tar E este simetricul lui D fata de C.
Notam OFE(\BC = {F}. Daca AB = 3cm, 4 B
CF = lcm, aratati ca BD1BE.

(Mihaela Molodet)

Figura 9

Demonstratie. ' este centrul de greutate al triunghiului ABDE = BF = 2CF = 2cm
= 3BF = DE =6cm = BD1BE. O

7. Folosim rezultatul ,,Daca doua drepte sunt respectiv paralele cu alte doua
drepte perpendiculare, atunci si ele sunt perpendiculare”.

Justificare: Unghiul format de prima pereche de drepte este acelasi cu cel format de a
doua pereche de drepte. Deci daca dreptele din a doua pereche sunt perpendiculare, vor fi
perpendiculare si dreptele din prima pereche.
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Aplicatia 7. ABCD este romb, iar {O} = AC(\BD. Se construieste E simetricul lui O fatd
de G, mijlocul laturii [C'D]. Notam cu F' intersectia dreptelor AD si CE. Ardtati ca DELFE.

(Mihaela Molodet)

Demonstratie. CG = DG, OG = EG F
= CODE paralelogram = CFE | OD si D
ED || CO = CFE || BD si DE || AC. Cum E
AC L BD (diagonalele rombului sunt perpen- A o c
diculare) == DE1CE = DE1FE. ]
B
Figura 10

8. Folosim rezultatul alb, ¢ || a = bLle.

Justificare: Fara a restrange generalitatea, b
putem presupune ca dreptele sunt coplanare a
(altfel, translatam proprietatea, prin parale- c |——|
lism, la drepte coplanare). a || ¢, b secanta

= se formeaza unghiuri alterne interne (de

exemplu) congruente, ca in Figura 11 = b_Lec. Figura 11
Aplicatia 8. In Figura 12 este reprezentat D C

un trapez dreptunghic ABCD, cu AB || CD,

m (<BAD) = 90°, AB = 12cm, CD = 4cm F A

st AD = 8cm. Punctul E apartine laturii AB
astfel incat AE = 4em st punctul F apartine
laturic AD, astfel incat AF = 6ecm. Aratati
ca dreptele CE si FO sunt perpendiculare, A E B
unde {O} = AC( BD.

(Simulare Evaluare Nationald - 2019)

Figura 12

Demonstratie. AB || CD=AAOB ~ ACOD, deci é—g = é—g = 3. % = 3, deci % = %, de

unde obtinem FO || CD. AECD dreptunghi = CELCD = CELFO. O

9. Folosim rezultatul ,,Daca una din drepte este bisectoare, mediana sau medi-
atoare intr-un triunghi isoscel, iar cealalta dreapta este baza, atunci dreptele sunt
perpendiculare”.

Justificare: In orice triunghi isos- N R Q
cel, bisectoarea, mediana si mediatoa-
rea corspunzatoare bagzei coincid cu
inaltimea (proprietate a triunghiului isoscel). M P

Figura 13
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Aplicatia 9. Pe laturile triunghiulut ABC A
echilateral se construiesc patratele ABM N, /\
respectiv ACPQ, ambele exterioare sau am-

bele neexterioare triunghiului. Fie D mijlocul

lui [BC|. Aratati ca ADLNQ.

(Mihaela Molodet)

Figura 14

Demonstratie. Cazul I (Figura 13). AQ = AC = AB = AN = AAQN isoscel sim (<NAQ) =
120° (= 360° — 90° — 60° — 90°). Fie R mijlocul lui [NQ| = AR este bisectoarea <NAQ =
m (<NAR) = m (<QAR) = 60°. Cum AABC este isoscel si D este mijlocul lui [BC| = AD
este bisectoarea <BAC = m (<DAC) = 30° = m(<DAR) = m (<DAC) + m (<CAQ) +
m (<QAR) = 180° = D, A, R coliniare. Dar ARLNQ = ADLNQ.

Cazul al II-lea (Figura 14). AABC echilateral, AD mediana = AD este bisectoarea <BAC
= m(<DAB) = m(<DAC) = 30°. Cum m (<QAB) = 90° — 60° = 30°, m (<NAC) =
90° — 60° = 30° = m (<QAD) = m (ANAD) = 60°. Dar AQ = AC = AB = AN = AAQN
isoscel = AD 1 NQ. O]

10. Folosim reciproca teoremei lui Pitagora.

Aplicatia 10. Se da prisma triunghiulara S C I
requlata ROESTI. Cumoastem ca RO = vV R
2030y JE = av/2em si U, N,V,C mijloa- T

3 ) - 5 ’ > Vo 700G / AN
cele laturilor [RO), [IE], [ST], respectiv [IV]. ' P N
Aratati cd NULNC. g

(,, Pretutindeni matematica” Roesti 2019-
Mihaela Molodet - enunt modificat)

O

Figura 15

Demonstratie. VU = SR = IE, VU || SR || I[E = UFEIV paralelogram. Din IE L (EROQ,
EU C (ERO) = IELEU = UEIV dreptunghi. EU = VI = a, CU? = 22 N(C? = 3¢

UN? =% = OU? = NC? + UN? = ANUC dreptunghic in N = NULNC. O

11. Folosim rezultatul B € CD, d(A,CD) = AB = AB1CD.

Justificare: Fie AELCD,E € CD. Daca A
am presupune, prin absurd ca B # FE (Fi-
gura 16), am avea ca d(A,CD) = AFE =
AE = AB = in AAEB dreptunghic in £
ipotenuza are aceeasi lungime cu o cateta,

contradictie. Deci presupunerea este falsa
= B=F= AB1CD.

C E B D

Figura 16
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Aplicatia 11. In piramida patrulatera regu-
lata VABCD cunoastem AB = 12cm, VO =
8cm (unde O este centrul bazei), M, N mijloa-
cele laturilor AD respectiv BC'si P € VM asa
incat PN = 9,6cm. Aratati ca NPLV M.

(Mihaela Molodet)

Figura 17

Demonstratie. MN = AB = 12em = Aayuny = 48cm?. Aplicand Teorema lui Pitagora
in AVMO, avem c& VM = 10cm = YALEY — 48ecm? = Apyyn = d(N,VM) = NP =
NP1V M. O

12. Folosim Teorema celor trei perpendiculare.

Aplicatia 12. In piramida patrulatera requlata VABCD cunoastem AB = 12c¢m, VO = 8cm
(unde O este centrul bazei), M, N mijloacele laturilor AD respectiv BC si P € VM asa incat
PN =9,6cm. Aratati ca BPLV M.

(Mihaela Molodet)

Demonstratie. Folosind rezultatul anterior, avem ca NP1V M. Dar BN1MN, BN1VN =
BN1 (VMN) = BP1VM (conform Teoremei celor trei perpendiculare). O

13. Folosim rezultatul ,,Daca una din drepte este perpendiculara pe un plan in
care este inclusa a doua dreapta, atunci dreptele sunt perpendiculare”.

Justificare: Din definitia dreptei perpen- D
diculare pe plan, aceasta este perpendiculara |
pe orice dreapta inclusa in plan. N :
2 / !~ / R~ | B
Aplicatia 13. In cubul ABCDABC D \ L
notam cu M, N, R mijloacele segmentelor Pl \ ' RNy
|:1f1lB} , [A'D] respectiv [MN]. Ardatati cd Nt \\\\\
ACLAR. I\ RS M S~
/ \/\/: e N
7/ \D N
(Concurs ,,Filofteia Preda”- Dragasani, L LTI I e
2017, Mihaela Molodet - enunt modificat) /i/// ____:33=O<:Z:'
A== B

Figura 18

Demonstratie. BCL (ABB'),AM C (ABB') = BCLAM = AM1BC. Dar AM1BA
= AML (A/BC). Cum A'C C (A/BC') = AM1A'C. Analog rezults ANLA'C, deci
A'CL(AMN). Cum AR C (AMN) = A'CLAR. O
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14. Folosim proprietatea ,,Un trapez dreptunghic in care inaltimea este medie
geometrica a bazelor este ortodiagonal”.

Justificare: Luand E € AB, ca in Figura D C
19, cu FA = DC', vom avea ca FACD pa-
ralelogram = ED || AC. Cum AAED si
AADB sunt dreptunghice in A si AD? =
AE - AB = 42 = 4B deci AAED ~
ANADB = <ADFE si <ADB complementare E A B

= ED1DB. Cum ED || AC = ACLBD.

Figura 19
Aplicatia 14. In cubul OLANESTI, notim

mijlocul segmentului [ET] cu litera R. Ardtati

ca ORLAFE. E

(Concurs ,X-OL”- Olanesti 2017, Mihaela
Molodet - enunt partial)

’
~
L S i s R

Demonstratie. ER = %5, OA = a2,
EFO = a = EO*> = ER-0OA. Cum -
OARFE este trapez dreptunghic, rezulta
ORLAE. O Figura 20

Desigur, nu am epuizat metodele folosite in demonstratii (vezi, de exemplu, una din reciprocele
Teoremei inaltimii sau Teoremei catetei sau metode invatate la liceu). Materialul se doreste
a fi util elevilor din clasa a VIII-a pentru pregatirea Evaluarii Nationale, de aceea nici gradul
de dificultate nu este unul ridicat, urmarind mai degraba consolidarea si fixarea cunostintelor
si dobandirea unei dexteritati in aplicarea teoriei, aceste demonstratii facand parte, uneori,
dintr-un rationament complex, riguros. Evident, demonstrarea perpendicularitatii unei drepte
pe un plan sau a doua plane se reduce la perpendicularitatea dreptelor.

Lasam cititorului bucuria de a descoperi, la aceleasi probleme, alte metode de rezolvare.



An unusual configuration

Leonard Mihai Giugiuc *

Our goal in this paper is to find the admissible domain of k£ such that the inequality
ai+a3+---+a:+kajas...aZ >n+k

nn-—1
does hold for any real numbers a, as, .. ., a, satisfying Z a;a; = %, where n > 4 is

1<i<j<n
a fixed integer.

Preliminaries

1. a1+a2+...+anZnoral+a2+---+an§—’I’L.Indeed7as Z (ai_a]‘)onythe
1<i<j<n

conclusion follows immediately.
n(n—1)

5 and n < a; + as +

2. If ay,as,...,a, are real numbers satisfying E a;a; =
1<i<j<n

oo+ ap < (n—1),/-"5, then all of them are strictly positive.

Indeed, set a;+as+- - -+a, =ns, with1 < s < \/:(:1—1_2) soaita3+---+a: =n(ns*—n+1),

from which a; +as + - +a,_1 =ns—a, and a®+a3+---+a> , =n(ns*>—n+1) —a>.

By Jensen’s inequality, (a1 +as+ -+ +a,1)® < (n—1) (a2 +a2+---+a2_,). Thus,
(ns —a,)> < (n—1)[n(ns> —n+1) —a?], hence a2 — 2sa, — n(n—2)s> + (n—1)> < 0,

_ _ 2 _ 2 n—1
then s —(n—1)vVs?—1 < a, < s+ (n—1)Vs 1andasl§s<\/m,wehave

s—(n—1)vs?>—1> 0, from which a, > 0. Analogously a;, as, ...,a,_1 > 0.
n(n—1)

3. Ifay,as,...,a, are real numbers satisfying Z a;a; = — and a1 +as+---+a, >

1<i<j<n

n, then there exists ¢ > 1 such that ay + a2 +---+a, =n (tz—f)

4. We'll prove that £ > 0. Indeed, let £ < 0. Forevery t > 1,set a1 =ay=---=a,_1 =1
-1 2 +1
and an:#' Hence, we get ;aiaj=%7 a1+a2+---+an:n( ;; >
n—2[n _ (n—2)¢2 2
and ajas...a, = M We have: af + a3 + -+ +a? :n2<t2;;1) —n(n—1) and
2n—4p _(n_2)42]?
a2al...a? =" {4( 2] But
2 +1\° 24 [n — (n — 2) 1)’

!Profesor, Colegiul National ,, Traian”, Drobeta Turnu Severin, leonardgiugiuc@yahoo.com
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hence the inequality a? + a3 +--- +a? + ka?a3...a2 > n+k is not fullfiled. In conclusion k > 0.

Lemma 1 (Crux problem 4121). Lett € [1, \/§> be a fized real number. We consider the positive

real number a,b, c and d satisfying a+b+c+d =2 (tQT“) and ab+ bc + cd + da + ac + bd = 6.
Then min (abed) = t* (2 — 12).

Lemma 2 (generalization of Lemma 1). Let t € [1, #) be a fixed real number. We

consider the positive real numbers ay,as, ..., a, satisfying ay +as + -+ a, =n <t22_j:1) and
nin—1 P,
Z a;a; = % Then min (aqas . .. a,) = M

1<i<j<n

Proof of the main result

Assume first that a; + ay + - - - + a, > n. Via the third preliminary we get a; +as +---+a, =

n (tz—tl), with t > 1. Set t € [1, A /ﬁ) According to the second preliminary, all ay,as, ..., a,

are strictly positive. Hence via the Lemma 2, get

"2 —(n—2)t 204 [n — (n — 2) )’

aay...an = 5 = ajas...a2 > M =
t2 1 2 t2n—4 . _2t22
a%+ag+---+ai+ka%ag...aian( 2—; ) —nn—1)+k- [n fln ) ],
with equality for a1 = ay =---=a,_1 =t. So
21 1\2 12040 _ (n — 92) 212
nz( ;; ) —n(n—1)+k- 2 fln VL 5k,

2 -1\? £20=41p _ (n — 2)£2)?
that is n2( ) >k|1- n=(n=2)1] :
ot 4

So if we set t? = x, then z € [1 . ) and the latter writes as

' n—2
n?(z —1)°
T

Note that via the AM-GM inequality,

>k [4 — 2" 2 4 2n(n —2) 2" — (n — 2)21’”} - (%)

2" 2 —2n(n—2)2""' + (n— 2)296” <4, Vre [17 i 2) :
n_

Moreover, n?z" 2 — 2n (n — 2) 2" ' + (n — 2)°z" = 4 if and only if = 1. Shall prove next that

n*(x —1)° < "

L

-z [4 —n*" 2 2 (n—2)a" " — (n — 2)2.%”} Vo €

n—2

Further, equality holds if and only if z € {1, %} Inequality (xx) translates into

[(n—2)z—n][(n—2)z" —na"" +nz— (n—2)] <OV e [1’nﬁ2]'
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d
But d—[(n—2)x”—nx”_1+nx— (n—2)] =n(z—1>[n-2)2"3+---4+2c+1] > 0 on

x
[1,%} so(n—2)z" —na" ' +nx—(n—2)>0,Vz € ( ) Clearly, (n —2)z —n < 0,
for all x € (1 , hence (*x) is proved. Consider the function f : [ ,%] — R,

( ) n, fz=1
f xr) = n2(z—1)2 :
$[4—n2x"*2+2n(n—2)z"*1—(n—2)2z"]’ if 1<z <t
Clearly, f is continuous, positive, f (1) = f( 2) = —% and via (xx), f(r) < %5, for all
T € <1 ) So by Weierstrass-Bolzano 3 ( ) = min f(x) at some xy € (1, %)
me 1 2 ]

‘n—2

As f(x) >mVx € [ , 2) we get that

n?(z —1)°
T

Consequently, using (x), if ¢ € [1, \ /ﬁ), then kpue = m. Let t > /5. Then

>m [4 — 22" % 4+ 2n (n — 2) "t —(n— 2)29371} Vo € [1, LQ) :
n —

241
af+a§+~~—|—ai+ma%a§...ai2a%+a§+~~+ai:n2<2——;> —n(n—1).

2
But nz(i—;d) —n(n—-1)> %, vVt > ,/-"5. It remaining to show % >n+4+m<—
> > m, which is true. We’'ll prove that af + a3 + --- 4+ a2 + mafa3...a2 > n + m for

a1+ as + -+ a, < —n. But via the substitutions a; — —a;,7 = 1,2, ..., n this case reduces
to the studied one. For completing, we’ll prove that the admissible domain of k is the interval
[0,m]. Indeed, let k € [0, m]. We have:

m[ai + a3+ -+ a, + kaja; . . ai—(n%—k)]—k[afjtag%—---—l—ai

+maia; .. ai—(n—i—m)}:(m—k)(a%+ag+--~+ai—n).

Asm—k>0and a? + a3+ ---+a> —n >0, then
mai+-+al+kalay...al — (n+ k)] —k[ai+ - +a)+malaj...a; — (n+m)] > 0.
But k> 0and af +a3+- - +a2+mala3...a>2 — (n+m) > 0=
m[a}+aj+--+a+kaias. . .al —(n+k)] >0
and since m > 0, then
ai+a3+---+a:+kajas...al >n+k.
This completes the proof of the claim.

At the end, we’ll specify that if n = 4 then m = 7+/7 — 17. Note that the problem in case
n = 4 was opened by the author in 2016, but no one closed it till date.

Bibliography

https://cms.math.ca/crux/v43/n3/Solutions 43 3.pdf
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Probleme de calcul integral. Inegalitati integrale II

Florin Stanescu !

In acest articol vom prezenta Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz, in forma integrala,
dupa care vor urma o serie de aplicatii ale acestei inegalitati.

e Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz(C-B-S):

Daca f, g : [a,b] — R sunt doua functii integrabile, atunci

/bf(fff)-g(w)dxé /be(I)dI- /ng(l“)dfC-

Egalitatea are loc daca g = 0, cu exceptia, eventual, a unei multimi finite sau numarabile
si f este arbitrara sau daca f = kg, cu exceptia, eventual, a unei multimi finite sau
numarabile, k£ € R.

1
Aplicatia 1. Fie f:[0,1] — R o functie continud astfel incat [ f (z)dx = 0. Ardtati ca are
0

1

2
loc inegalitatea: 2 (f xf (z x) < [(1—2?) fA(z)da

0

0 T T

1 /1 1 1
Solutie. Folosind formula integrarii prin parti, avem: [ (f f(t) dt) de = [a (f f () dt) dx
0

1
= [zf (z)dz. In continuare, utilizand inegalitatea C-B-S, putem scrie:
0

2

/xf(x)dx 2: —/1 jf(t)dt dz 2§/112dx-/1 ]f(t)dt dz

0

g/ /12dt /f2(t)dt dx:/x /fz(t)dt dxz/(é)l /fQ(t)dt dz
:% /1f2(a:)dx—/lx2f(x)dx ~ 9 /1xf(a:)dx 2§/1(1—x2)f2(x)dx.

1Profesor, Scoala Gimnaziald ,,Serban Cioculescu”, Géesti, florin.florinstanescu@yahoo.com
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Aplicatia 2. Fie f:[0,1] — R o functie derivabila cu f (1) =0 si f' continua. Ardtati ca:

/1(f’(x))2dx23- jf(m)dx

Solutie. Utilizand formula de integrare prin parti, avem:

1 1
[fx)da= [ -f(z)da= f(1)— fa:f’( :—f:cf’ )d x, de unde, prin intermediul
0 0
inegalitatii C-B-S, avem:
1 1

/lf(f)da? 22 /:Ef /:Jc dex - / é-/(f’(x))zdx.

0
Aplicatia 3. Fie f:[0,1] — R o functie continud. Aratati cd :
1 2

/f o2 [ar @

0

1 1 1
Solutie. Cu schimbarea de varibila z? = ¢, obtinem [ 2?f (2*)dx = 5 [xf (x)dz, de unde
0 0

%-me(@dx g/mx 0/1f2 %jﬂ(af?)dm
[rense=(forenn

0 0
Aplicatia 4. Daca f : [a,b] — R este o functie derivabila, cu derivata continud, astfel incdt

b
[f(x)de=f (“TH’) = 0, demonstrati inegalitatea:

b b
1 8
Jreras- @ o)z [(@)rds
b—a (b—a)
Solutie. Folosind f (%) = 0, inegalitatea C-B-S si formu1a2integrérii prin parti, putem scrie:
+b 2

8 %M‘

a+b a+b

fb(f(flf) f( dt) das+fb ff’(t)dt dz

§7 (“;b—x) 7(f’(t))2dt dx+/b (x—a;rb>/x(f’(t))2dt da
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Rezulta
éw—afjcfm»%nn>jaﬂmfdx+§/(m—“gbfnf@»ﬂu
Y T PR
:/b(f(x))de+2(b1_a) <b2af(b)+62af(a)/bf(a:)dx>
:=]Lﬂ@fdx+b;auaﬁ+fm»2
de unde

b b

[ @rde- @+ £ o) 2

b—a J

Aplicatia 5. Fie f:]0,1] = R o functie continud. Demonstrati cd:

i/lfQ(x)dgH_z(jf(x)dx)Q>3/1f(:v)dx./le(:c)d:&

Solutie. Fie a € R astfel incat

/f2 )da + (2 + 3a) (/f ) ZS/fxd:c~/l(3:+a)f(x)dx.

Dacéff(a:)dx:t, atunci (2+3a)t2—3tf(x—|—a)f(x)d:c—|—%fl]&(z)dx2O:>
0 0 0

At9</(x—|—a)f(x)dx> —(2+3a)/f2(x)dx

0
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1

<9 /1 (z +a)? /fQ(x)dx—(Q—l—Ba)/1f2(a:)d:c:(1+3a)2/fQ(:c)dx.

1
Astfel, pentrua = —3 obtinem A, <0, deci (2 + 3a) >3t [ (x +a) f (z)da+3 [ f? (z)dx
0 0

0,(V)teR = Z—iglnfz(x)dx%—Z(Oflf(x)dx) 230f1f($)dx-0fle(x)dx.

Aplicatia 6. Consideram f,g:[0,1] — R douda functii integrabile, astfel incat [ g(z)dz =0
0

1

si [ ¢°(x)da #0. Ardtati cd are loc inegalitatea:
0

2 (ff<x>-g<x>dx)
> .

O/f?(x)dx— <O/f(x)dx) > ng(x)dgj

Folosind conditia din enunt si inegalitatea C-B-S, putem scrie:

Solutie.
1

/f da:—/g(x)-(1+)\f(a:))d:v,(V))\€R, de unde

(A'/1‘1“(96)-9(37)0156>2 </19(37)'(1+>\f($))dx>2</192($)dx~/(1+>\f(56))2dx

[e=]

) 2
<ff(:1:)g(az)dx) 1 1
= A7~ < 142X /f(x)dx+)\2 /fQ(x)dx
Jg?(z)da 0 0
0
) 2
1 (ff<x>-g<x>dx) 1
=\ /fQ(w)dg;_ - +2>\-/f(x)dx+120,(V))\eR.
0 J 9 (x)d
0
<f1f(1’)'9($)d$>
Cum f f2(zr)dz — 2 >4——% >0, atunci trinomul de gradul al doilea
[g*(z)da

| <ff(x)-g(x)dx)
S LN

f(x)de+1

o — _
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trebuie sa aiba discriminantul negativ, deci

4- jf@ﬁu 2§4- jj%@dx(o

1
0 0 [¢*(z)dx
0

1 1
Aplicatia 7. Fie f : [0,1] — R o functie continud cu proprietatea [ f (z)dx = [zf (z)dz = 1.
0 0

1
Ardtati ca [ f? (z)dz > 4.
0

R 1 1
Solutie.  In aplicatia precedentd, pentru g (z) = = — 3 tinand cont ca [g¢(z)dz = 0 si
0

1
[ ¢* (x)dz = 5, obtinem
0

2

/lfQ(x)d:BZ /lf(x)cm 2+3- /1(2:1:—1)-f(35)d:1: =14+3=4.

Aplicatia 8. Daca f : [-1,1] — R este o functie integrabild, demonstrati inegalitatea:

2

l/ﬁ@MxZ% jf@ﬂx2+g-(jmf@Mx

b 2
(f f(z)-g(x) dfﬁ)

- , pentru
[ (z)dz

b b 2
Solutie. Vom folosi inegalitatea: [ f? (z)dz — ;= (f f(z) dx) >
b b
Jg(x)dz =0, [g¢*(x)dz # 0 (se efectueza substitutia £=2 = y si se utilizeaza Aplicatia 6).
1 1
Luand g(z) =z, avem [ g(z)dz =0, [ ¢*(z)da = £, deci rezultd inegalitatea din enunt.
“1 )

Aplicatia 9. Fie f : [a,b] = R o functie de clasd C* (adicd derivabild cu derivata continud)

b
astfel incat [ f (x)dz = 0. Demonstrati inegalitatea:
a

/be (@)ar < 02 -/b<f'<x>>2dx.

a
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Solutie. Din Teorema de medie, exista ¢ € (a,b) astfel incat f (¢) = 0. Putem scrie:

_ / POt > P <le—d / (F (1)
:>/bf2(ac)dx</ |x—c|/ d dx</b Pda /|x—c|dm

a

:/b(f( N da- (c —c(a+0b)+ a2+b2>

Aplicatia 10. Fie f : [a,b] — R de clasa C* astfel incat f (a) = f (b) = 0. Ardtati cd:

/be (@) de < %/Ii(ﬂx»?dx.

x

Solutie. Pentru z < HT“, avem f (z) = [ f'(t)dt = f?(z) < (z —a) fx (f (t))zdt =

/afz / P [@-ade- “"8“>2 /2<f'<t>>2dt.

b b , b
Analog, [ f?(z)dx f )*>dt, de unde fo x < (b;“) [ (f (1) dt.
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Ecuatia claselor. O aplicatie

Victor Alexandru 'si Stelian Corneliu Andronescu *

In cele ce urmeazi prezentam succint relatia de conjugare intr-un grup (G, -), relatie care, in
cazul grupurilor finite, conduce la ecuatia claselor asociata. Urmand un enunt prezent in [4]
aratam ca ecuatiile de acest tip, avand un numar dat de termeni, au un numar finit de solutii
cu numere naturale nenule.

Ca aplicatie se obtine ca exista doar un numar finit de grupuri finite neizomorfe avand un
numar dat de clase de conjugare (fapt mentionat de asemenea in [2] si atribuit lui Landau).

1. Fie (G,) un grup si z,y € G. Dacil existd a € G astfel incat z = aya™' spunem ci x si y
sunt elemente conjugate (in G) si notam x ~ y. Se verifica usor ca relatia ,,~" este reflexiva,
simetrica, tranzitiva, adica este o relatie de echivalenta pe G.

Clasa de echivalenta a unui element x, numita in acest caz clasa de conjugare a lui x, este
[z] = {aza™'|a € G}. Evident clasa [x] are ca unic element pe = dacd si numai daca x comuta cu
orice a € G, adica x se afla in subgrupul Z(G), centrul lui G. Notand C(z) := {a € Glaz = za},
subgrupul lui G denumit centralizatorul lui z, atunci avem aza™! = bzb™' < b~ta € C(x), adica
a si b sunt congruente la stanga modulo C(z).

In consecinta, daca G este grup finit atunci clasa de conjugare a lui x, [z], contine
exact [G : C(z)] elemente. Se noteaza astfel indicele subgrupului C(x) in G si avem atunci
|G| = |C(z)|[G : C(x)], conform Teoremei lui Lagrange. Deoarece clasele de conjugare constituie
o partitie a lui G, se obtine urmatoarea teorema:

Fie (G,-) un grup finit si z4,...,z, un sistem de reprezentanti pentru clasele de conjugare
netriviale din G. Atunci

G| =1Z(G)[+[G : Ca1))] + - + G : Clan))]-
Se observa ca, in acest caz, grupul G are n + |Z(G)| clase de conjugare, dintre care exact

|Z(G)| constau dintr-un singur element. Mai observam de asemenea ca, deoarece termenii din
partea dreapta a ecuatiei claselor sunt divizori ai lui |G| ecuatia se poate rescrie

1 1 1
1= —+ G+ —
G Z(G)]  [C(z1)] 1C(zn)]
sau inca sub forma . . )
2 a1 et [EN] *)

unde suma Y ﬁ are |Z(G)| termeni si astfel in partea dreapta a egalitatii avem |Z(G)| +n
termeni, adica numarul claselor de conjugare din G. Egalitatea (%) se numeste ecuatia claselor
atasata grupului G.

1Prof. univ. dr., Universitatea din Bucuresti, vralexandru@yahoo.com
2Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, corneliuandronescu@yahoo.com
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2. In [4] se propune spre demonstrare urmatorul enunt:
S
Pentru orice s > 1 ecuatia 1 = - - are un numar finit de solutii in N.
i=1"

Metoda de demonstrare incepe prin a considera enuntul mai general: Pentru orice s > 1

s
1

si orice a € Q4 ecuatia a = ) - are un numar finit de solutii in N, enunt care admite o
i=1""
demonstratie prin inductie dupa s > 1.

Pentru s = 1 avem a = %, ecuatie ce admite (pentru a fixat) cel mult o solutie in N.

Fie acum s > 2 si 21,29, ...,2s solutiein Ncu 1l <z <y < ... < . AtuncixilzxiQZ

S
. > zi de unde i > zi = a, deci 1 < 2 adica x; poate lua cel mult 2 valori in N.
S 1
i=1

Pentru fiecare x; < £ avem a — -+ =

” o , 0 ecuatie de acelasi tip cu cele initiale dar cu

S
L
e

1

s — 1 variabile. Conform ipotezei de inductie, o astfel de ecuatie are cel mult un numar finit de
solutii o < x3 < ... < x4 In N. Deoarece chiar numarul acestor posibile ecuatii este marginit
de 2 obtinem demonstratia prin inductie dupa s > 1.

Observatia 1. Daca 1 < z9 < ... < x, este o solutie in N a unei ecuatii de tipul considerat
si care provine de la o ecuatie (x) a claselor atasata unui grup G atunci xs = |G|; mai mult,
ultimele |Z(G)| dintre z; sunt egalele lui |G| iar toate celelalte sunt divizori proprii pentru |G].

S
Pe de alta parte nu orice ecuatie de forma 1 = xi ale carei solutii in N verifica asemenea
i=1""
conditii de divizibilitate provine de la o ecuatie a claselor de forma (x). Un exemplu simplu este
chiar 1 = ;11 + % + % Daca ar proveni de la ecuatia claselor de conjugare ale unui grup G, atunci
|G| =4 si G ar fi grup comutativ. Atunci ecuatia (x) trebuie s& fie 1 = 1 + & + 1 + 1 deoarece

C(z) = G pentru orice = € G.

3. Aplicatie: Pentru orice s > 1 exista un numar finit de grupuri finite neizomorfe G avand
exact s clase de conjugare.

Intr-adevir conform celor demonstrate la punctul 2 exista doar un numar finit de posibilitati
pentru ordinul unui astfel de grup. Este insa binecunoscut ca pe o multime finita cu cardinalul
dat n se pot defini doar un numar finit de structuri de grup. De fapt chiar numarul operatiilor
algebrice binare este limitat la n".

~ S

In final vom lua in considerare ecuatii de forma (x) 1 = ) plz. unde p este numar prim.

i=1
Astfel de ecuatii apar in mod natural legate de ecuatia claselor de conjugare intr-un p-grup finit
G, adica un grup finitt avand |G| = p", n > 1. In acest caz este clar ca forma (x) a ecuatiei
claselor este cea considerata. Este usor de constatat ca daca e; < ... < eg si k este numarul
acelor indici pentru care e; = e, atunci p divide k. In fapt in cazul ecuatiei claselor se obtine ca

|Z(G)| se divide cu p si conform teoremei lui Lagrange avem |Z(G)| = p'; 1 <1 < e,.

S
Prin urmare daca ecuatia 1 = ) pii provine de la ecuatia claselor asociata unui p-grup finit
i=1

G, avand s clase de conjugare, atunci k = |Z(GQ)| = p".

Pare a prezenta un anumit interes urmatorul exercitiu: Pornind de la o ecuatie de forma
S

1 = L cu s dat, si se determine e, = max e; (in situatia ca avem k egal cu o putere
p ’ 5 1<i<s ° i
i=1 <i<s
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supraunitara a lui p) sau, cel putin, o majorare convenabila pentru e;. De remarcat ca nu
in mod necesar un asemenea e, este astfel incat p® = |G| pentru un p-grup avand s clase de
conjugare. De exemplu pentru s = 4 avem % + }l + % -+ % = 1 dar aceasta egalitate nu provine

de la ecuatia claselor unui grup cu 2* = 8 elemente. Intr-adevir un asemenea G n-ar putea
fi comutativ si pe de alta parte un grup necomutativ cu 2 elemente are exact cinci clase de
conjugare. Se stie ca in acest caz avem G ~ D,, grupul diedral al simetriilor patratului,

Dy = {1,2,2% 2%y, xy, s*y, 2%y} cu at = y* = 1 si 2%y = ya,
sau G = (Y, grupul cuaternionilor,
Cs = {£1,4i,+j,+k} cui® = j* = k* = —1 si ijk = —1.

Spre exemplu ecuatia % + % + %1 + }l + % = 1 corespunde ecuatiei claselor din Dy si Cs.

Observatia 2. Este cunoscut faptul ca un p-grup necomutativ cu p? elemente are exact p* +p — 1
clase de conjugare [1].
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ARTICOLE SI NOTE DE INFORMATICA

Grafuri neorientate 2-neconexe echilibrate
Ion Alexandru Popescu *

In acest articol ne propunem sa introducem un caz particular de graf neorientat numit graf
2-neconex echilibrat. Apoi vom prezenta cateva rezultate teoretice impreuna cu algoritmi ce
verifica anumite proprietati legate de aceasta categorie de grafuri neorientate.

Notiuni introductive

Definitia 1. Fie G = (X,U) un graf neorientat, X multimea nodurilor, iar U multimea
muchiilor. G se numeste graf 2-neconex echilibrat daca verifica urmatoarele proprietati:

1) G contine exact doua componente coneze Gi = (X1,U;), G = (X3, Us);
2) card(X;) = card(X3).

Ezemplul 1. Fie G = (X,U), cu X = {1,2,3,4,5,6}, U = {[1,3],[2,6],[1,5],[4,6]}. G =
(Xl, Ul),Xl - {]., 3, 5}, U1 - {[]_, 3], []_, 5]} Gg - (XQ, U2)7X2 - {274, 6}, Ug - {[2, 6], [47 6]}
G si G sunt componente conexe si card(X;) = card(X3y) = 3. Astfel G verificd prorietatile 1),
2) si este 2-neconex echilibrat. In Figura 1 este reprezentat grafic graful G.

Fig. 1: Exemplu de graf neorientat 2-neconex echilibrat.

Propozitia 1. Daca G = (X,U) este un graf neorientat cu card(X) numar impar, atunci G
nu este 2-neconex echilibrat.

Demonstratie. Presupunem prin absurd ca exista un graf neorientat G = (X, U) cu card(X)
numar impar, care este 2-neconex echilibrat. G fiind 2-neconex echilibrat, rezulta, din proprietatea
1) egalitatea card(X) = card(X;) + card(Xy), iar din 2) egalitatea card(X;) = card(Xs) = k.
Astfel, obtinem card(X) = 2k, adica numar par, deci contradictie cu card(X) = numar
impar. O

!Student, Universitatea din Pitesti si A.S.E. Bucuresti, alexionpopescu@gmail.com
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Definitia 2. Fie G = (X,U) un graf neorientat, X multimea nodurilor, iar U multimea
muchiilor. G se numeste graf aproape 2-neconex echilibrat daca exista o multime de muchii
(posibil vida) ce pot fi adaugate in G astfel incat noul graf notat cu G, Sa fie 2-neconex
echilibrat.

Ezemplul 2. Fie G = (X,U) cu X = {1,2,3,4,5,6,7,8}, U = {[1,3],[4,6],[2,6],[1,5]}. G
nu este 2-neconex echilibrat, pentru ca are 4 componente conexe, iar daca adaugam muchiile
[5,8], [6,7] se obtin pentru G,., componentele conexe G; = (X;,U;), X7 = {1,3,5,8},U; =
{[1,3],[1,5],[5,8]}. Go = (X2,Us),Xs = {2,4,6,7},Us = {[2,6],[4,6],[6,7]}. G1 si Gy sunt
singurele componente conexe pentru G, si card(X;) = card(Xy) = 4. Astfel G,y este 2-
neconex echilibrat. Rezulta G este aproape 2-neconex echilibrat. InF igura 2 este reprezentat
grafic graful G-

\ . |
\ |
@

Fig. 2: Exemplu de graf neorientat aproape 2-neconex echilibrat.

Observatia 1. Din definitia grafului aproape 2-neconex echilibrat rezulta ca orice graf 2-neconex
echilibrat este si aproape 2-neconex echilibrat.

Algoritm pentru conditia de graf 2-neconex echilibrat

Vom considera un graf neorientat dat prin n - numarul de noduri, m - numarul de muchii si m
perechi de noduri ce reprezinta muchiile. Nodurile vor fi etichetate cu numerele 1,2, ..., n.

Algoritmul pe care il prezentam in continuare foloseste urmatoarele structuri de date:

1. Liste de adiacenta L = (Ly, Lo, ..., Ly,), L; este lista cu nodurile adiacente cu i, 1 <i < n.
2. Vector de vizitare a nodurilor v = (vy, va, ..., v,),v; este 0, daca nodul ¢ nu a fost vizitat,
respectiv 1, in caz contrar, 1 <1 < n.

Etapele algoritmului sunt urmatoarele:

I Citim n, m.
IT Daca n este impar, graful nu este 2-neconex echilibrat si algoritmul se termina.
IIT Citim cele m muchii in variabilele ¢ si j, dupa care introducem j in lista L;, respectiv ¢ in
lista Lj;.
IV Initializam componentele lui v cu 0.
V Parcurgem in latime sau adancime din nodul 1 graful dat folosind listele de adiacenta
(detalii in [6] sau [7]).
VI Determinam in n; numarul de noduri vizitate (egal cu suma elementelor lui v).
VII Daca ny este diferit de n/2, graful nu este 2-neconex echilibrat si algoritmul se termina.
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VIII Determinam un nod ¢ cu v; = 0.
IX Parcurgem in latime sau adancime din nodul ¢ graful dat folosind listele de adiacenta.
X Calculam in ny suma elementelor lui v (adica numarul de noduri vizitate dupa cele doua
parcurgeri).
XI Daca ny = n atunci graful este 2-neconex echilibrat, altfel graful nu este 2-neconex
echilibrat.

Observatia 2. Algoritmul are timpul de executie de ordinul O(m + n).

Ezxemplu

Pentru graful neorientat din Exemplul 1 (Figura 1), variabilele din algoritm, dupa fiecare
etapa, au urmatoarele valori:

[ n=6m=4.
IT n este par.
1T Ly = {3,5}, Ly = {6}, Ly = {1}, Ly = {6}, Ls = {1}, Lg = {2,4}.
v ’01:0, UQZO, 113:0, U4:O,U5:O,U6:O.
Vou=1Luv=0v=1v=0v=1, vg=0.
VI ny = 3.
VII ny este egal cu n/2 (n/2 =6/2 = 3).
VIII i =2 (4 sau 5).
X ’01:1,02:1,113:1,1)4:1,1)5:1,1)6:1‘
X Ng = 6.
XI ny = n este echivalenta cu 6 = 6, adevarat, deci graful este 2-neconex echilibrat.

Algoritm pentru conditia de graf aproape 2-neconex echilibrat

Vom considera din nou un graf neorientat dat prin n - numarul noduri, m - numarul de muchii
si m perechi de noduri ce reprezinta muchiile. Nodurile vor fi etichetate cu numerele 1,2, ..., n.

Algoritmul pe care 1l prezentam in continuare foloseste urmatoarele structuri de date:

I Liste de adiacenta L = (Ly, Lo, ..., Ly,), L; este lista cu nodurile adiacente cu i, 1 <i < n.
IT Vector de vizitare a nodurilor v = (v, ve, ..., v,), v; este 0, daca nodul 7 nu a fost vizitat,
respectiv 1, in caz contrar, 1 <17 < n.
IIT Vectorul x = (x1,xs,...,x1), cu k = numarul de componente conexe si z; = numarul de
noduri a celei de-a i-a componenta conexa, 1 <17 < k.

Etapele algoritmului sunt urmatoarele:
I Citim n, m.

IT Daca n este impar, graful nu este aproape 2-neconex echilibrat si algoritmul se termina.
IIT Citim cele m muchii in variabilele ¢ si j, dupa care introducem j in lista L;, respectiv ¢ in

lista Lj;.
IV Initializam componentele lui v cu 0 si k cu 0.
V Pentru fiecare nod ¢ din multimea {1,2,...,n}, daca v; = 0 atunci k = k + 1 si parcurgem

in latime sau adancime din nodul ¢ graful dat folosind listele de adiacenta si determinam
in 2, numarul de noduri vizitate (numarul de noduri din componenta conexa ce contine
nodul 7).
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VI

VII

Folosind metoda programarii dinamice se determina daca exista componente in vectorul
x care au suma n/2 (ca la problema rucsacului - poate fi consultata in [1], [2], [3], [4]).
Fie M][i, g] = valoarea maxima a unei sume cel mult egala cu g formata cu elemente din
Ty, ..., 0<i<n, 0<g<n/2. Avem MJi,g] =0 pentru i = 0 sau g = 0 si

Mli,g] = max{M[i —1,g], x; + M[i — 1,9 — x;]}, daca x; < g,

Mli,g| = M[i —1,g], daca z; > g,

pentru 1 <i < n, 1 < g <n/2 (pentru implementare se poate utiliza un vector).

Daca raspunsul la pasul VI este afirmativ, adica daca exista i € {1,2,...,n — 1} astfel
incat M|i,n/2] = n/2, atunci graful este aproape 2-neconex echilibrat. Altfel graful nu
este aproape 2-neconex echilibrat.

Observatia 3. Algoritmul are timpul de executie de ordinul O(n?).

Exemplu

Pentru graful neorientat din Exemplul 2 (Figura 2) variabilele din algoritm, dupa fiecare
etapa, au urmatoarele valori:

I

IT
I1I
IV
\Y
VI
VII

n=38, m=3.

n este par.

Ly = {375}7 Ly = {6}7 Lz = {1}7 Ly = {6}7 Ly = {1}7 L¢ = {274}7 L; = {0}7 Lg = {O}
UIZO, UQZO, U3:O, U4:O7U5:0,U6:0,U7:0,U8:07kZZO.
k:47$1:3,$2:3,l‘3:1,1‘4:1.

n/2=4,4 =1z + x4.

Graful este aproape 2-neconex echilibrat.

Observatia 4. Algoritmul anterior poate fi completat astfel incat sa determine si un sir de noi
muchii ce trebuie adaugate pentru a obtine G,,.,, din definitia grafului aproape 2-neconex echilibrat.
Mai precis, trebuie memorat pentru fiecare componenta conexa si cate un nod yi,ys, .. ., Y.
Daca n/2 = Ty[1] + Twlz] + - .. + Ty)p, atunci muchiile necesare pentru a obtine graful Ge,
sunt (Y1), Yul2l]> Yol Ywslls - Wiy yw[p]] - pentru o componenta conexa, respectiv, daca
au ramas componentele conexe cu numerele de noduri Tjy,, ], T[w, ], - - - » T[w,], 5¢ adauga si
muchiile [, . 115 Yiwpsolls - - - [Yiwr_1]» Yiwe]] - PeNtru cealalta componenta conexa.
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Complexitatea algoritmilor de sortare

Costel Balcau t

In acest articol vom analiza complexitatea algoritmilor de sortare bazati pe comparatii de
chei. Pentru aceasta vom utiliza rezultate de baza din teoria algoritmilor privind ordinele de
complexitate si arborii binari stricti, prezentate in [2], dar si doua rezultate clasice din analiza
matematica - Teorema lui Lagrange si Criteriul clestelui.

Rezultatele ce vor fi obtinute sunt esentiale in studiul eficientei si optimalitatii metodelor
uzuale de sortare (prin selectie, interschimbare, numarare, insertie, interclasare, Quicksort, etc.).

Problema sortarii este urmatoarea: pentru un vector A = (ay,as,...,a,) dat, n > 1, sa
se ordoneze crescator (sau descrescator) elementele acestui vector.

Observatia 1. Pentru evaluarea complexitatii algoritmilor care rezolva problema sortarii, vom
analiza numai comparatiile in care intervin elemente ale vectorului A, numite comparatic de ches.
De asemenea, consideram ca aceste comparatii se efectueaza succesiv (comparatiile simultane
pot fi separate).

Observatia 2. Fie A un algoritm de sortare, bazat pe comparatii de chei, a unui vector
A = (a1, az,...,a,), n > 1. Presupunem ca algoritmul nu contine instructiuni redundante si
este aplicabil pentru orice pozitionare posibila a componentelor vectorului A, adica pentru orice
permutare a acestora.

Atunci algoritmului A i se poate asocia un arbore binar 7 (A) in care fiecare nod are o
eticheta de forma 777, construit recursiv astfel: daca prima comparatie efectuata de algoritm
este intre elementele a; si a; ale vectorului, atunci

e radacina arborelui este etichetata cu i7;

e subarborele stang corespunde continuarii algoritmului in cazul a; < a;, daca acest caz este
posibil dupa prima comparatie (altfel este vid, adica nu exista descendent stang);

e subarborele drept corespunde continuarii algoritmului in cazul a; > a;, dacd acest caz este
posibil dupa prima comparatie (altfel este vid, adica nu exista descendent drept).

Definitia 1. Arbore binar T (A) construit in observatia anterioard se numeste arborele de
sortare sau arborele de decizie al algoritmului de sortare A.

LConf. univ. dr., Universitatea din Pitesti, chalcau@yahoo.com
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Ezemplul 3. Consideram algoritmul de sortare prin insertie directa:

SORTINSDIR(A, ) :

for i =2,n do

x <+ Alil;

J—1i—1;

while x < A[j] and j > 1 do
L Alj + 1] < Aljl;

J=J—1L
L A+ 1]

Arborele de sortare asociat algoritmului pentru n = 3 este reprezentat in figura urmatoare.

Observam ca algoritmul nu contine instructiuni redundante.

Definitia 2. Fie A un algoritm de sortare, bazat pe comparatii de chei, a unui vector
A = (ay,as,...,a,), n > 1, si fie T(A) arborele de sortare corespunzator. Extindem ar-
borele binar T(A) la un arbore binar strict T (A) astfel: orice nod al lui T(A), avand eticheta
i7j, este reprezentat intr-un cerc si devine nod intern in T (A) prin aplicarea urmdatoarelor doud
requli:

e daca nodul nu are descendent stang i se adauga un descendent stang, reprezentat intr-un
dreptunghi, corespunzator cazului a; < aj, si etichetat cu permutarea o a multimii de indici
{1,2,...,n} pentru care lantul de la radacing la nodul adaugat corespunde ordinii

Qo (1) < Qs (2) <...< QAo (n)s

e daca nodul nu are descendent drept i se adauga un descendent drept, reprezentat intr-un
dreptunghi, corespunzator cazului a; > a;, si etichetat cu permutarea o a multimii de indici
{1,2,...,n} pentru care lantul de la radacing la nodul adaugat corespunde ordinii

Uo(1) < A2) < o0 < Ag(n)-

Arborele T(A) se numeste arbore extins de sortare.

Observatia 3. Deoarece algoritmul A este aplicabil pentru orice permutare a vectorului
A = (a,aq,...,a,) si nu contine instructiuni redundante, rezulta ca in arborele extins de
sortare T (A) fiecare permutare o a multimii de indici {1,2,...,n} apare exact o dati ca
eticheta a unui nod extern, deci acest arbore are n! noduri externe. Cum, conform Propozitiei 2
din [2], orice arbore binar strict cu p noduri interne are p + 1 noduri externe, rezulta ca arborele
T(A) are n! — 1 noduri interne.
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FEzemplul 4. Arborele extins de sortare asociat algoritmului de sortare prin insertie directa
pentru n = 3 este reprezentat in figura urmatoare.

(1,3,2) || (3,1,2) (2,3,1)[](3,2,1)

Propozitia 1. Pentru orice algoritm de sortare A, bazat pe comparatii de chei, a unui vector
cu n componente avem:

1) numarul de comparatii de chei efectuate in cazul cel mai defavorabil, notat cu Nger(n),
verifica inegalitatea
Naes(n) > [logy

(] reprezinta aprorimarea intreagd prin adaos a numdarului real x, numita si partea intreaga
superioard a lui x);

2) numdarul mediu de comparatii de chei efectuate, notat cu Npeq(n), verifica inegalitatea

9 [logy n!]

Nmed(n) > [IOgZ TL'—I +1- n

Demonstratie. Cazul 1) Analizam cazul cel mai defavorabil.

Evident, numarul de comparatii de chei efectuate in cazul cel mai defavorabil este egal cu
inaltimea h a arborelui extins de sortare asociat T = T (A).

Arborele T este un arbore binar strict, cu n! — 1 noduri interne (si n! noduri externe). Dar,
conform Propozitiei 4 din [2], orice arbore binar strict 7' cu p noduri interne si inaltimea h(T')
verifica h(T) > [logy(p + 1)]. Rezulta ca h > [log, n!] .

Cazul 2) Analizam acum cazul mediu (cazul timpului mediu de executie).

Pentru fiecare din cele n! permutari o ale multimii de indici {1,2,...,n}, numarul de
comparatii de chei efectuate de algoritmul A in cazul ordinii a,1) < ay2) < ... < ag(n) este egal
cu distanta de la radacina arborelui extins de sortare asociat la nodul extern etichetat cu o.
Deci numarul mediu de comparatii de chei are valoarea

Low
€

Nmed(n) = T?

unde E este multimea nodurilor externe, iar, pentru fiecare nod k, D(k) reprezinta distanta de
la radacina arborelui la nodul k. Dar, conform Propozitiei 6 din [2], pentru orice arbore binar
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strict 7' cu p noduri interne avem

5" Dr(v) = (p+1) [logy(p + 1)] +p + 1 — 2Mo0+D), (1)
veE(T)
! | | 2[10g2 n!] 2|'10g2 n!]
Rezulta ca Nyeqa(n) > ! [log, nl] +'n = [logyn!] +1 — — O
n! n!

Corolarul 1. Fz'e_A un algoritm de sortare, bazat pe comparalit de chei, a unui vector cun
componente si fie T =T (A) arborele extins de sortare asociat.

1) Algoritmul A este optim in raport cu timpul de executie in cazul cel mai defavorabil dacd
arborele T are toate nodurile externe situate pe ultimul si, eventual, pe penultimul nivel. Mai
mult, in acest caz numarul de comparatii de chei efectuate in cazul cel mar defavorabil, notat cu
Naer(n), verifica egalitatea

Naeg(n) = [logy nl].

2) Algoritmul A este optim in raport cu timpul mediu de executie daca si numai daca arborele
T are toate nodurile externe situate pe ultimul si, eventual, pe penultimul nivel. Mai mult, in
acest caz numdrul mediu de comparatii de chei efectuate, notat cu Npeq(n), verifica egalitatea

2 [logy m!]
Nmed(n) = DOgQ n‘—‘ +1- T

Demonstratie. Optimalitatea In raport cu timpul de executie in cazul cel mai defavorabil este
o consecinta directa a Cazului 1 din propozitia anterioara si a Propozitiei 5 din [2], conform
careia orice arbore binar strict 7' cu p noduri interne si cu toate nodurile externe situate pe
ultimul si, eventual, pe penultimul nivel are inaltimea h(T) = [log,(p + 1)].

Optimalitatea in raport cu timpul mediu de executie este o consecinta directa a Cazului
2 din propozitia anterioara si a Propozitiei 6 din [2], conform céreia inegalitatea (1) devine
egalitate daca si numai daca arborele 1" are toate nodurile externe situate pe ultimul si, eventual,
pe penultimul nivel. O

Exemplul 5. Un algoritm de sortare, bazat pe comparatii de chei, a unui vector cu n = 3
componente este optim in raport cu timpul de executie in cazul cel mai defavorabil daca si
numai daca in acest caz numarul de comparatii de chei efectuate este [log, 3!| = 3, adica daca
si numai daca arborele extins de sortare asociat are 4 nivele.

Pe de alta parte, un algoritm de sortare, bazat pe comparatii de chei, a unui vector cu
n = 3 componente este optim in raport cu timpul mediu de executie daca si numai daca
arborele extins de sortare asociat are 4 nivele si toate nodurile externe situate pe ultimele

doua nivele. Mai mult, in acest caz numarul mediu de comparatii de chei efectuate este
2[10g2 3N 16

| _ _
flog 1] +1 = =5— = = = 2,(6)

Analog, un algoritm de sortare, bazat pe comparatii de chei, a unui vector cu n = 4
componente este optim in raport cu timpul de executie in cazul cel mai defavorabil daca si
numai daca in acest caz numarul de comparatii de chei efectuate este [log, 4!] = 5, adica daca
si numai daca arborele extins de sortare asociat are 6 nivele.

Pe de alta parte, un algoritm de sortare, bazat pe comparatii de chei, a unui vector cu
n = 4 componente este optim in raport cu timpul mediu de executie daca si numai daca
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arborele extins de sortare asociat are 6 nivele si toate nodurile externe situate pe ultimele
doua nivele. Mai mult, in acest caz numarul mediu de comparatii de chei efectuate este

2[10g2 41 112

Lema 1. Pentru orice n € N* au loc inegalitatile:

1 1
n+1<ln(n—|—1)—lnn<;; (2)

nlogy,n — (n — 1)log, e <log, n! < nlog,n. (3)

Demonstratie. Aplicand Teorema lui Lagrange pentru functia f : [n,n+ 1] - R, f(z) =Ilnzx
(f este derivabila), rezulta ca exista ¢ € (n,n+ 1) al f(n+1) — f(n) = f'(c), adica

1 1 1
In(n+1) —Inn = —. Dar < — < —, deci obtinem relatia (2).

c n+1l ¢ n
Din aceasta relatie rezulta ca (n + 1)In(n+ 1) —nlnn < 1+ 1In(n + 1), deci
2In2—-In1 < 1+41n2,
3In3—2In2 < 1-+1n3,

nlnn—(n—1)In(n—1) < 1+Inn.
Prin adunare obtinem ca
nlnn<n—1+Inn!, Vn > 2,

de unde, utilizand formula log, z = log, e - Inz, Vx > 0, rezultd prima inegalitate din (3),
valabila si pentru n = 1. A doua inegalitate din (3) este o consecinta a inegalitatii evidente
n! < n" O

Lema 2. Functiile log, n! si nlogyn sunt asimptotic echivalente, adica

log, n! ~ nlog,n.

Demonstratie. Din (3) rezulta ca

(n—1)log,e < log, n!

1— <1, Vne N,

nlogo,n  — nlogyn

log, n!

deci aplicand Criteriul clestelui avem lim = 1, adica log, n! ~ nlog, n. O

n—oo 1 logy 1
9[logy n!]

Lema 3. Avem [logyn!] +1 — ;
n!

~ nlogyn.

Demonstratie. Cum logy, n! < [logyn!] < 1+ log,n!, rezulta ca n! < 208271 < 2. pl adics
n! < 2Meganl < 9. pl — 1. deci

1 9 [logy n!]
logzn!—l—i—ﬁg [logon!] + 1 — < logy n! + 1.
9 [logy n!]
[log,n!] +1— '
Aplicand Criteriul clestelui obtinem lim T ‘ . =1, deci folosind lema anteri-
n—00 0go 1!
9[logy n!]
[logon!] + 1 — oy

oara rezulta ca lim
n—oo nlog, n

= 1, adica echivalenta asimptotica din enunt. [
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Urmatorul rezultat este o consecinta imediata a Corolarului 1, Lemelor 2 si 3 si Corolarului
1 din [2] (conform caruia daca f(n) ~ g(n), atunci f(n) = O(g(n))).

Teorema 1 (complexitatea algoritmilor de sortare). Numarul de comparatii de chei
efectuate de un algoritm optim de sortare a unui vector cu n componente este asimptotic
echivalent cu

nlog, n,

atat in cazul cel mai defavorabil, cat si in cazul mediu (cazul timpului mediu de executie), deci
in ambele cazurit un astfel de algoritm are complexitatea

O(nlogyn).

Observatia 4. Daca un algoritm de sortare are instructiuni redundante, atunci in arborele extins
de sortare asociat orice nod extern care nu corespunde unei ordini a1y < ag2) < ... < Ao (p)
(calea de la radacina la el fiind imposibila la executarea algoritmului) este etichetat cu .

In acest caz arborele extins de sortare va contine mai mult de n! noduri externe (iar arborele
de sortare va contine mai mult de n! — 1 noduri), deci un astfel de algoritm nu poate fi optim in
raport cu timpul mediu de executie.

Ezemplul 6. Consideram algoritmul de sortare prin selectie:

SORTSEL(A,n):
fori=1n—-1do
m < i; /! an =min{a;, a1, ..., 0.}
for j=i+1,ndo
L if A[j] < A[m] then
L m < J;

N Ali] « Alm; // interschimbare

Arborele extins de sortare asociat algoritmului pentru n = 3 este reprezentat in figura
urmatoare.

Observam ca algoritmul contine instructiuni redundante, si anume comparatia intre elemen-
tele a; si ay se efectueaza inutil de doua ori pe penultimul nivel.
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Observatia 5. In anumite cazuri particulare pot exista algoritmi de sortare a unui vector cu
n componente, nebazati pe comparatii de chei, a caror complexitate sa fie mai buna decat
O(nlog,n).

De exemplu, daca vectorul A = (ay,as,...,a,), n > 1, are toate componentele numere
naturale nenule mai mici sau egale cu m, m € N*, adica

ap,as,...,a, €{1,2,...,m},

un algoritm eficient de sortare a vectorului A este sortarea prin numararea frecventelor
componentelor:

e pentru fiecare valoare k, k = 1, m, numaram cate elemente ale vectorului A sunt egale cu
k, adica determinam numarul

fe =card{i |i=1,n, a; = k},
numit frecventa absoluta de aparitie a valorii k in vectorul A;

e vectorul sortat crescator este

(L,1,...,1,2,2,...,2,....m,m,...,m).
~ ~ ~ ~ v N————
de fy ori de fo ori de fm, ori

Evident, fi + fo+ ...+ frn = n.

Descrierea in pseudocod a algoritmului are urmatoarea forma.

SORTNUMFRECV (A, n,B): // vectorul B = (by,bs,...,b,) va
// contine elementele vectorului A = (ay,as,...,a,)
// sortate crescitor
for k=1,m do
L Flk] « 0; // F=(f1,fa-..,fm) este vectorul frecventelor
for i =1,n do
| FIAL]) « FLA[] + 1
14 0;
for k =1,m do
for j =1, F[k] do
141+ 1;
L Bli] «+ k;

Algoritmul SORTNUMFRECV efectueaza m atribuiri de forma F[k] <— 0, n atribuiri de
forma F[A[]] < F[A[i]] + 1 si tot n atribuiri de forma B[i] <— k (iar celelalte operatii nu
depasesc ordinul de crestere al acestora), deci are complexitatea

O(n +m).

Astfel, daca m = n sau, mai general, p-n < m < ¢-n cu p si ¢ numere reale pozitive fixate
(independente de n), atunci algoritmul SORTNUMFRECV are complexitatea O(n), adica este
un algoritm de sortare liniar!
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RUBRICA DE ROBOTICA

Repetarea operatiilor unui robot LEGO Mindstorms
Education EV3

Doru Anastasiu Popescu *

Introducere

In mediul de programare Mindstorms EV3 grupul Flow Control (Figura 1) contine blocul Loop,
care ne permite sa repetam unul sau mai multe blocuri.

Fig. 1: Grupul Flow Control

Conditia de oprire a executiei blocurilor din corpul blocului Loop poate contine informatii de
la senzori sau expresii logice. Blocul Loop se termina (Figura 2) conform cu modul de configurare
True, respectiv False in zona de setare.

Fig. 2: Blocul Loop

Problema rezolvata

Pentru a pune in evidenta modul de repetare a operatiilor pe care le poate face un robot LEGO
Mindstorms EV3 prezentam urmatoarea aplicatie.

Aplicatia 1. Trebuie sa realizam un proiect pentru un concurs, care prin intermediul robotulus
sa numere cate discuri de culori diferite de alb (culoarea plansei) se gasesc pe o linie dreapta
de lungime L cm. L este un numar natural de doud cifre generat aleator. In requlamentul
concursului este precizat faptul ca robotul poate poarcurge distanta o singura data.

LConf. univ. dr., Universitatea din Pitesti, dopopan@yahoo.com
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Solutie: Vom scrie partea cea mai complicata a proiectului, dupa care vom trece la copierea unei
portiuni din program si lipirea ei de mai multe ori, ca sa acopere toata distanta cea mai lunga
(99 cm) ce poate sa apara. In program se folosesc urmatoarele variabile: L pentru lungimea
traseului (generata aleator, ca sa verifice programul in mai multe situatii), rot pentru numarul
de rotatii corespunzatoare distantei L, k¥ numarul de rotatii pana la un moment dat, Nr numarul
de buline de culoare diferita de alb intalnite pe traseu. La o rotatie se parcurg aproximativ 18
cm (valoare memorata intr-o constanta) daca se folosesc roti de diametrul 5,5 cm. In program
se vor introduce si doua blocuri Switch, primul pentru a verifica folosind senzorul de culoare
daca se intalneste o bulina colorata, iar al doilea pentru a verifica daca numarul de rotatii pana
la un moment dat, nu depaseste valoarea lui rot.
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Fig. 3: Programul de numarare a discurilor fara bloc de repetare

Pentru ca trebuie sa parcurgem cel mult 99 cm, atunci blocurile ar trebui repetate de 99/0.25
ori. Se poate micsora acest numar daca se inlocuieste in blocul Move Steering valoarea 0.25
cu o valoare mai mare, dar exista riscul sa nu mai numere toate bulinele. Acest lucru poate fi
evitat folosind blocul Loop (care are ca efect repetarea executiei sirului de blocuri din interiorul
sau pana cand o anumita expresie logica este adevarata).
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Fig. 4: Programul de numarare a discurilor cu bloc de repetare (Loop)
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Probleme propuse

Pentru fiecare din problemele urmatoare scrieti cate un proiect folosind mediul interactiv de
programare Mindstorms EV3.

1. Se da un traseu in forma dreptunghiulara (Figura 5) cu laturile de lungime a si b (unitatea
de masura este centimetrul, 1<a,b<60). Deplasati robotul pe acest traseu pornind dintr-
un colt si avertizati sonor cand numarul de rotatii este par. Se va folosi sunetul unei culori
(exemplu: red — rosu).

Fig. 5: Traseu dreptunghiular cu sensul de deplasare precizat

2. Pe o plansa se afla un cub si la o distanta de cel mult 50 cm de acesta un robot. Deplasati
robotul pana la cel putin 7 cm de cub si afisati pe ecran distanta parcursa. Afisarea se va
pastra pe o perioada de 5 secunde.

3. Simulati modul de parcare a unei masini folosind un robot. Proiectati o parcare cu trei
locuri pe partea dreapta (Figura 6). Plasati aleator in doua din locuri cuburi ce reprezinta
masini stationate de culori verde si galben si deplasati robotul astfel incat sa se aseze in

locul liber, fara sa atinga cuburile.

f}<::-<::n<::|

Fig. 6: Parcare cu specificarea locului liber
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PROBLEME DE MATEMATICA PENTRU
EXAMENE

Teste pentru examenul de Evaluare Nationala

Testul 1
Costel Anghel * si Florea Badea *
SUBIECTUL I

Rezultatul calculului 5-971-9: 2 este egal cu ... .

Numarul de numere de forma ab7 divizibile cu 4 este egal cu ... .

Un triunghi echilateral are inaltimea egala cu %g dm. Perimetrul sau este egal cu ... mm.
Alegand un numar din multimea A = {x € N | 2 = a8b}, probabilitatea ca numarul ales
sa fie divizibil cu 3 este ... .

Suplementul suplementului unui unghi cu masura de 57°12'14” are masura . . . .

6. Un cub are aria unei fete egald cu 1024 cm?. Volumul cubului este egal cu ... dm?.

SUBIECTUL al II-lea
1. Se d4 numarul real a = /5 + 21/6.

a) Scrieti a ca suma de doua numere irationale.
b) Aproximati prin lipsd numarul a cu o eroare mai mica decat 107!.
c) Aflati n € N astfel incat n <a <n + 1.

2

2
: : z -1  x=2 z—3 \ . z°—x—2
2. Fie expresia E(z) = (4932—1 51 + 2w+1> i

- W=

ot

a) Determinati valoarea lui x € R astfel incat E(z) nu are sens.
b) Aduceti F(z) la forma cea mai simpla.

c) Aflati n € Z astfel incat E(n) € Z.
3. Se considera functia f : R = R, f(x) = (a + 2)z + 1.

a) Determinati f(z) stiind ca A(—1;2) € Gy.

b) Pentru a = —3 reprezentati grafic functia f.

¢) Rezolvati in R inecuatia f(3 —a) > 0.

SUBIECTUL al IIl-lea

1. Un trapez dreptunghic ABCD, AB || CD, m(<tA) = m(<D) = 90° are lungimile laturilor
AD=30m, DC=z+4+1m, CB=a2m, AB=2xr—5m, x € R,.

a) Determinati valoarea lui x.
b) Aflati aria trapezului ABCD.
c) Aflati lungimea segmentului determinat de diagonale pe linia mijlocie a trapezului.
2. Fie ABCA'B'C" o prisma triunghiulara regulata cu latura bazei AB = 6 cm si diagonala
unei fete laterale de 10 cm. Se cer:

a) Determinati aria laterala, aria totala si volumul prismei.
b) Determinati distanta de la punctul C” la latura AB.
c¢) Calculati valoarea sinusului unghiului diedru dintre planele (C"AB) si (ABC).

! Profesor, Colegiul National ,,Jon Minulescu”, Slatina, anghelcostel2012@yahoo.com
2 Profesor, Scoala Gimnaziala ,,Nicolae Coculescu”, Scornicesti
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Testul 2

Rozana-Maria Manea 3

SUBIECTUL 1

Jumatatea numarului 272 este numéarul . . . .

Cel mai mic numar intreg multiplu de 3 din intervalul (—3, 6] este ... .

Daca a — b = 7, atunci rezultatul calculului 3(b — a) este egal cu ... .

Aria unui hexagon regulat inscris intr-un cerc de razi 4 cm este egald cu ... cm?.
Intr-un vas sub forma de cub cu muchia de 5 dm se afli 120 litri de ap. fnéli;imea la care
se ridica apa in vas este de ... dm.

6. Elevii clasei a VI-a ai unei scoli gimnaziale au participat la un concurs de cultura generala.
Acestia au fost organizati in grupe de cate 4 elevi, astfel:

T W=

Grupa | I | II |[IIT | IV | V | VI | VII
Punctaj | 40 | 25 | 65 | 88 | 50 | 100 | 80

Stiind ca toti elevii au participat la concurs, conform datelor din tabel, numarul de puncte
obtinute in medie de un elev a fost de ... puncte.

SUBIECTUL al II-lea

1. Desenati o piramida patrulatera regulata cu baza ABC'D si inaltimea VO.
2. Se considera numarul natural A = 303303330... 333...3 .
—
de 2011 ori
a) Determinati suma tuturor cifrelor numarului natural A.
b) Daca S reprezintd suma cifrelor numarului natural A, atunci ardtati cd £ —1005-1006
este patrat perfect.
3. Se considera functiile liniare f,g: R — R astfel incat f(z) =z —2si g(y) =2y — 7.

a) Calculati g(5) + f(3) — g(f(4))-
b) Aratati ca numarul F = % este natural, pentru orice n € N\ {5}.
-1
4. Se considerd expresia F(x) = (i—i— L ) : (%) , unde z € R\ {-6,0,2}.
Ardtati cd E(z) —2=2+% 2 ¢ {

SUBIECTUL al ITl-lea

1. Figura alaturata reprezinta schita unei P
gradini formata initial din trapezul ABC' D
si triunghiul echilateral BMC', cu AD = D wiee \C N M
DC = BC. Proprietarul gradinii doreste
sa planteze trei soiuri de lalele (albe, rosii, N vov

ROSII

mov), iar pentru aceasta este nevoit sa
isi extinda suprafata gradinii construind
un gard din punctul D la BC optand ca 4 B
lungimea acestuia sa fie minima.

a) Daca N este mijlocul laturii (MC'), aratati ca patrulaterul DBN P este trapez isoscel.

3 Profesor, Scoala Gimnaziala ,,Nicolae Crevedia”, roxam86@yahoo.com
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b) Stiind ca AB = 12 m, aflati lungimea minima a gardului necesar pentru extinderea
gradinii.

c) Aratati ca suprafata plantata cu lalele albe este egala cu media aritmetica a celorlalte
doua suprafete plantate cu lalele rosii si mov.

2. Figura alaturata reprezinta un bazin avand D' C'
forma cubului ABCDA’B'C’'D’ cu muchia '
de 2 cm. 4

a) Aflati aria patrulaterului ACC'A’. D

b) Determinati tangenta unghiului for- R I C
mat de planele (A'BD) si (OB'D'),
unde {O} = AC N BD. A B

c¢) Proprietarul doreste sa umple bazinul cu apa avand la dispozitie doua robinete cu
debitul de 960 litri/ora, respectiv 640 litri/ora. In cat timp se umple bazinul cu apa,
stiind ca dupa ce apa a ajuns la jumatatea acestuia robinetul cu debitul cel mai mic
s-a oprit?

Testul 3
Mihaela Sitmona Georgescu *

SUBIECTUL I

1. Rezultatul calculului 377" — (1/(=3)2)~2 este egal cu ... .

2. Cel mai mare numar intreg al multimii A ={z €e R: -4 <2 +2 <6} este ... .

3. Intr-o urnd sunt 7 bile negre, 8 bile rosii si 14 bile verzi. Probabilitatea de a extrage o bila
care nu este verde este ... .

4. Aria unui triunghi echilateral cu inaltimea de 6v/3 cm este egald cu ... cm?.

Un tetraedru regulat ABC'D are muchia bazei AB = 4 cm. Aria totald este ... cm?.

6. Andrei rezolva timp de o saptamana probleme la matematica dupa cum urmeaza:

ot

Ziua | Luni | Marti | Miercuri | Joi | Vineri | Sambata | Duminica
Nr.pr. 7 8 16 4 10 ) 7

Numarul mediu de probleme rezolvate intr-o zi este .. ..

SUBIECTUL al II-lea

1. Desenati pe foaia de examen o prisma triunghiulara regulata dreapta CREION.
2. Determinati numerele a,b € N* pentru care au loc relatiile: (a,b) = 18 si a + b = 198.

3. Efectuati:

60 (6 4> 14

(Al /196 —2v/21 — 6.
6v2—-2v3 \V3 V2/ |V8-V12|

4. Se considera functia f: R — R, f(z) =2z — 3.

a) Reprezentati grafic functia f.
b) Calculati sinusul unghiului determinat de graficul functiei si axa absciselor.

4 Profesor, Scoala Gimnaziali Galesu, nastase.simona6@gmail.com
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5. Se considera expresia:

T 5 7 224z —20\""
E(x) = — e N
r+5 55—z (r—5)(x+D5H) Sz — 20

unde z € R\ {—5,5,4}. Arittati c& E(x) = ;.
SUBIECTUL al IIl-lea

1. In figura alaturata este reprezentata o zona D C
de agrement formata dintr-un dreptunghi
ABCD care reprezinta o piscina, un tri-
unghi echilateral BPC' care reprezinta o
zona de plaja si un semicerc cu diametrul P
AB care este plantat gazon. Stiind ca
CP = 6v/3 m si AB = 6 m, calculati:

a) Aria zonei de agrement.
b) Demonstrati ca AC' L C'P.
c¢) Calculati lungimea segmentului AP.

2. Se consider o piramida patrulaters regulati dreaptd ABC' DE cu perimetrul bazei 48v/2cm
si inaltimea AO = 12cm.

a) Calculati aria patratului BCDE.
b) Calculati aria laterald a piramidei ABCDE.
¢) Determinati sinusul unghiului format de planele (ABD) si (ACD).

Testul 4
Elena Vasile ®

SUBIECTUL 1

Rezultatul calculului /48 - }l — \/?:QH esteegal cu ... .

Media geometrica a numerelor a = /(3 — v/11)2 si b =| v/11 4 3 | este egald cu ... .

Complementul unghiului cu masura de 31°23’43"” este egal cu ... .

Perimetrul unui triunghi echilateral este egal cu 36 cm. inél‘gimea triunghiului echilateral

este egala cu ... .

5. Fie piramida triunghiulara regulata VABC in care VA =5 cm si inaltimea VO = 3 cm.
Perimetrul bazei este egala cu ... .

6. In diagrama de mai jos portiunea nehasurata reprezinta ...% din partea hasurata.

=W

SUBIECTUL al II-lea
1. Sa se deseneze cubul "EVALUARE”.

® Profesor, Scoala Gimnaziala ,,George Poboran”, Slatina, iristefivasile@yahoo.com
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2. Dupa prima zi in care a parcurs % din traseu un turist constata ca mai are de parcurs 60

km. Care este lungimea traseului?
: % : . _ 2243
3. Se considera functia f: R\ {2, -1} = R, f(z) = 22575.

a) S se arate ca f(z) = =5 + 5.

b) Determinati a € R astfel incat punctul A(0,2a) sa fie situat pe graficul functiei.
4. Se considera expresia

1 1 1 ) 9
r—2 x+2 a22—4) 3r—6

E(z) = (

unde x € R\ {£2}.

a) Aratati ca E(z) = ﬁ

b) Rezolvati inecuatia 2E(a) —1 <0, a # £2.
SUBIECTUL al IIl-lea

1. Pe un teren dreptunghiular ABCD cu AB = 80 cm, BC' = 40 cm se amenajeaza
un lac artificial de forma circulara, tangent la trei laturi ale triunghiului astfel incat

AM = MD = AP, M € (AD) si P € (AB).

a) Calculati suprafata terenului ramasa dupa amenajarea lacului.
b) Daca N este diametral opus lui M, calculati perimetrul ANBC.
c) Pe teren, in afara lacului se pune gazon. Stiind ca 1 m? de gazon costa 6,2 lei,
calculati cat costa intregul teren?
2. Pe planul triunghiului echilateral ABC' se ridica perpendiculara AM, AM = 6 cm, iar
MB =10 cm. Punctele N si P sunt mijloacele laturilor [AC] si [BC].

a) Determinati perimetrul triunghiului ABC.
b) Determinati aria triunghiului M AP si calculati distanta de la M la BC.
c) Aratati ca BC' L (M AP).
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Teste pentru examenul de Bacalaureat, specializarea Stiinte ale naturii

Testul 1

Marius Macarie *

SUBIECTUL 1

S& se arate ca numdrul z = (24 14)* 4+ (2 — )* este intreg, unde i* = —1.
S4 se determine valorile reale nenule ale lui a stiind ca ax® +x — 2 < 0, oricare ar fi x € R.
Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia: log, 2 +log -2 = 9.

20
Sa se determine termenul din dezvoltarea (\3/5 + \/g) care nu-l contine pe z.

A

Fie punctele A(1,2), B(—1,3) si C(0,4). Sa se calculeze lungimea inaltimii duse din varful
C' al triunghiului ABC.
6. Sa se arate ca 2 (sin ?—g + sin 1”—2) = /6.

SUBIECTUL al Il-lea

1 0 k
1. Se considera matricea A;, = 2k +1 -1 0
0 k(k+1) 3
a) Sa se calculeze det (A?).
3
b) Sa se determine matricea X € Msj;(R) astfel incat A; - X = [ 4
4

c) Sa se calculeze S, = A1 + Ay + ... + A,
2. Se considerd polinomul f € R[X], f = X% —4X3 4+ 4X? + mX + n, avand radacinile
X1, To, x3, 14 € C.
a) Sa se determine m,n € R astfel incat f este divizibil cu polinomul g = X? — 4X + 3.
b) Pentru m = —4 si n = 3, sa se afle radacinile polinomului f.
c¢) Sa se determine m,n € R astfel incat restul impartirii lui f la X — 2 sa fie egal cu 5 si

(1 + 29 + 23) (11 + 22+ 24) (21 + T3+ 24) (T2 + 23+ 24) = 71

SUBIECTUL al IIl-lea

1. Se considerd functia f : (—3,3) = R, f(z) = In 3£,

a) Sa se arate ca f'(x) = WM? r € (—3,3).
b) Sa se determine asimptotele graficului functiei f.
c) Sa se determine intervalele de convexitate si concavitate ale functiei f.

2. Se considera functia f : R — R, f(x) = 2"v22 + 4.

f@)
Vi T e

i
b) Sa se calculeze / Va2 +4- f(r)da.
-1

c) Sa se determine aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei g : R — R,
g(x) =x-27". f(x), axa Ox si dreptele de ecuatii z =0 si z = 1.

1
a) Sa se verifice ca /
0

! Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, macariem@yahoo.com
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Testul 2

Raluca Mihaela Georgescu ?

SUBIECTUL I

1. Ordonati crescator numerele v/3, v/5,log, 4.

2. Determinati valorile intregi ale parametrului real m pentru care graficul functiei f : R —
R, f(x) = 2® + mx + 4 s fie deasupra axei Oz.

3. Rezolvati in R ecuatia lg(x + 1) + 1g(5z) = 1.

4. Determinati numarul numerelor de trei cifre distincte ce se pot forma cu elementele
multimii {0, 1,2,3,4,5}.

5. Determinati ecuatia mediatoarei segmentului [AB], daca A(2,5) si B(4,7).

6. Determinati aria paralelogramului ABC'D, daca AB = 3, AC = 8 si m(<BAC) = 30°.

SUBIECTUL al II-lea

r+2 =3

3 x+2>cuxER.

1. Se considera matricele A(x) = (

a) Calculati (A(0))%
b) Daca A(z) = xly + B, sa se determine inversa matricei B.
c) Sa se rezolve in R ecuatia det A(x) = 0.
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x x y = xy — 2(z + y) + 6.

a) Aratati ca x xy = (x — 2)(y — 2) + 2, pentru orice numere reale z, y.
b) Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia x * y = 8.
c¢) Calculati valoarea expresiei (—2019) % (—2018) * - - - x 2018 % 2019.

SUBIECTUL al Ill-lea

1
1. Fie functi R\ {-3,1 R = —=—
ie functia f: R\ {-3,1} = R, f(z) P
a) Calculati f'(x).
b) Determinati asimptotele functiei.
¢) Ardtati cd f(z) < —1, Vo € (=3,1).
r+1
2. Fie functia f : R - R, f(x) = ——.

1
a) Calculati [va? +4f(z)dz.
0

b) Aratati ca orice primitiva a functiei f este crescatoare pe intervalul (—1, co).
c¢) Calculati volumul corpului obtinut prin rotirea in jurul axei Oz a graficului functiei
9:[0,1] = R, g(z) = f(x).

Testul 3
Mihai Florea Dumitrescu 3

SUBIECTUL I

1. Se considera progresia aritmetica (an)n21 cu S1; = 176. Calculati a4 + as.

2 Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, gemiral@yahoo.com
3 Profesor, Liceul ,,Stefan Diaconescu”, Potcoava, florinl4mihai@yahoo.com
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Determinati imaginea functiei f : [3; +o0) — R, f(z) = 2% — 4z + 3.

Rezolvati ecuatia 8" — 3 (47 — 27) = 1.

Cate numere naturale mai mici decat 100 nu sunt divizibile cu 2 sau cu 3 sau cu 7 7

In reperul cartezian 2Oy se considera punctele A (1,2),B(—3,4) si C'(—4,a). Aflati
numarul real a astfel incat triunghiul ABC este dreptunghic in A.

6. Ordonati crescator numerele sin (—4),sin 0 si sin 2.

CUs W

SUBIECTUL al II-lea

1 0
1. Se considera matricele A (z) = ( g ; _1 ) si B(y) = 2 y |,undez,y € R.
-1 1

a) Aratati ca det (B (a) - A(a)) =0, (V)a € R.

b) Aratati ca matricea A (a) - B (a) este inversablila pentru orice numar real a.
1

¢) Aflati numarul real a pentru care matricea C' = ( > este inversa matricei

Ala)- B(a).
2. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie x x y = 2xy + 2x + 2y + 1.

ENJ[JCIN
N[0 =

a) Aratati ca legea de compozitie ,,*” este asociativa.
b) Rezolvati in Z x Z ecuatia 2% x y = 2019.
c¢) Calculati 2 %4 % 6 * ... % 2020.

SUBIECTUL al IIl-lea

1. Se considera functia f: (0,400) = R, f () =2v2z2+ 1 —Inz.

a) Calculati lim HatD-2v2
z—0 z

b) Determinati asimptota verticala la graficul functiei f.

2(1271)
c) Aratati ca x < eve?+1+v2z (V) z € (0,400).

2. Fie functia f : (0, 4+00) = R, f(7) = &=

a) Calculati f e\erl f(z)da.
b) Caleulati [, (f (2) + 755 ) - f (x) da.

c¢) Calculati aria suprafetei plane cuprinse intre dreptele z = 1 si z = 9 si graficul
functiei g : [1,9] = R, g (z) = f (x).

NG

Testul 4

Maria-Crina Diaconu *

SUBIECTUL I
V25

1. Calculati |z +|z| dacd z = § — %
2. Rezolvati in R ecuatia: 2v/x — 1 = +v/z — 1.

3. In dezvoltarea binomului ( =+ ay/a)" suma coeficientilor binomiali este egald cu 64.

Determinati rangul termenului ce contine a®.

4. Care este probabilitatea ca alegand la intamplare unul din numerele naturale de trei cifre,
acesta sa fie format doar din cifre pare?

4 Asist. univ. dr., Universitatea din Pitesti, crynutza_25@yahoo.com
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5. Scrieti ecuatia medianei BM a triunghiului ABC unde A(1,4), B(3,2),C(4,6).
6. Se considera ecuatia cosz —sinz = av/3,a € R. Determinati valoarea parametrului real a

pentru care x = %” este solutie a ecuatiei.

SUBIECTUL al Il-lea

3 1 2
1. Fie A= =2 2 0 | sifunctia f: M3(R) — M3(R), f(X) = AX.
1 1 2

a) Calculati f(A).
b) Calculati (f(I3)) "
c) Gasiti X +VY, daca f(X)+ f(Y)=1I3s1 X,Y € M3(R).
2. Consideram polinomul f = —2X? + X? — 4 € R[X], avand radicinile complexe 1, zo, x3.
a) Aratati ca restul impartirii polinomului f la X — 1 este —5.
b) Determinati valoarea reald a lui m pentru care % + x5 + 22 = m(z1 + z + x3).
¢) Rezolvati in R ecuatia f(z) = —4.

SUBIECTUL al IIlI-lea
1. Fie f: D = R, f(z) =

a) Determinati domeniul maxim de definitie D.
b) Determinati asimptotele la graficul functiei f.
c¢) Studiati monotonia functiei f si determinati punctele de extrem.
2. Fie f: R =R, f(z) = ze ™.
a) Calculati [ e* f(x)dz.
b) Calculati fol rf(—z)dz.
f(x)

c) Calculati aria suprafetei delimitate de graficul functiei g, g : [1,2] = R, g(z) = =~
si de axa Ox.

__a®
x2—52+6"

Testul 5

Monica Dumitrache ®

SUBIECTUL I

Aritati cd 4i — 3+ (2 —i)° =0, unde > = —1.

2. Determinati m € R astfel incat punctul A(m? — 4m, 2m — 1) sa se afle in cadranul al

doilea.

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log, (z? + 7z — 10) = 3.

Determinati numarul submultimilor cu cinci elemente ale multimii {2, 4,6, 8,10, 12}.

5. Determinati numsrul real m, pentru care vectorii @ = 2i+4; si 7= (m — 2) i+ (3m +1)J
sunt coliniari.

6. Aratati ca sin (m — %) + sin (m + %) = 0, pentru orice numar real m.

SUBIECTUL al Il-lea

—_

= W

x
1. Se considera matricea M (x) = r 1 x |,undexeR.
z 1

a) Calculati det (M (3)).

5 Profesor, Colegiul Economic ,,Jon Ghica”, Targoviste, dumitrache_monica@yahoo.com
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b) Aratati ca M (—1)- M (0) = M (—1).
¢) Determinati numerele reale = pentru care det (M (x)) = 0.
2. Se considera polinomul f = X% —aX? - X +1,acR.

a) Aratati ca f (1) — f(2) — 3a = —6, pentru orice numar real a.
b) Pentru a = 2 calculati catul si restul impartirii polinomului f la polinomul 22 —x — 1.
¢) Determinati numarul real a pentru care are loc egalitatea:

T+ To + T3 — (5171372 + 13 + SCQ$3) + 1Ty XT3 = 2019,

unde x1, x9, r3 sunt radacinile polinomului f.
SUBIECTUL al IIl-lea
1. Se considerd functia f: (=1, +00) = R, f(z) = =5 + 715

a) Aratati ca f'(z) = —(le)Q - (ach;?F , T € (=1, +00).

b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa x = 0, situat
pe graficul functiei f.

¢) Determinati imaginea functiei f.

2. Se consider functia f : (0, 400) — R, f () = 22=2,

xT

1
a) Aratati cd [ (f (z) + 2)de = 1.
0

b) Demonstrati ca functia F': (0, +00) = R, F (z) = 2* — 2Inz + 2019 este o primitiva
a functiei f.

c¢) Aratati ca volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Oz a graficului functiei
g:[1,2] > R, g(x) = f(x) este mai mare decat 3.
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Teste pentru examenul de Bacalaureat, specializarea
Matematica-Informatica

TESTUL 1

Raluca-Mihaela Georgescu !

SUBIECTUL I (30p)
1. Aratati ca numarul logs(v/14 — 3) + logs(v/14 + 3) — log, 81 este intreg. (5p)

2. Determinati distanta dintre punctele de intersectie ale graficului functiei f : R — R,
f(z) = 4z + 2 cu axele de coordonate. (5p)

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 5**™! — 26 - 5* 4+ 5% = 20. (5p)

4. Determinati numarul numerelor cu 4 cifre distincte ce se pot forma cu ajutorul cifrelor
{0,1,2,3,4,5}. (5p)

5. In reperul cartezian zOy se considerii punctele A(2,0), B(0,2) si C(4,4). Determinati
ecuatia medianei din C' in triunghiul ABC. (5p)

6. Determinati aria triunghiului ABC| stiind ca AB =5, AC =4 sicos A= —. (5p)

SRS

SUBIECTUL al II-lea (30p)

2v+y+mz = 3
1. Se considera sistemul de ecuatii ¢ mz +2y+ 2 = 5 , unde m este un parametru real.
r+my+2z = 4

a) Rezolvati sistemul pentru m = 3. (5p)

b) Determinati m € R astfel incat matricea atasata sistemului sa fie inversabila. (5p)

¢) Demonstrati ca sistemul este compatibil determinat pentru orice m € N. (5p)

2. Fie polinomul f = X —nX? +mX — 12, n,m € R.

a) Determinati parametrii reali m si n astfel incat polinomul sa admita radacina dubla x = 2.
(5p)

b) Pentru m = 16 si n = 7 descompuneti polinomul in factori ireductibili. (5p)

c) Dacd z1, 2, w3 sunt radacinile polinomului, calculati z1 + z3 + =3 in functie de m si n.
(5p)
SUBIECTUL al II-lea (30p)

1. Fie functia f : R = R, f(z) =In(z* + 1) + z.

a) Calculati f'(z). (5p)

b) Verificati daca functia admite asimptote. (5p)

c¢) Aratati ca functia este convexa pe (—1,1). (5p)

1 "
2. Se considera sirul (1,),>0, I, = dx.
R N P )

! Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, gemiral@yahoo.com
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a) Calculati I,. (5p)

1
b) Aratati ca I,,1o — b, 6, =——. (5
) Aratati ca I, 9 41+ ] (5p)

c¢) Calculati lim nl,. (5p)
n—oo

TESTUL 2

Marius Macarie ?

SUBIECTUL I (30p)

3+4

3—i’
2. Fie f: R — R, f(z) = 32% + 5z — m, m € R. Determinati parametrul real m astfel incat

varful parabolei asociate sa fie in al doilea cadran. (5p)

(5p)

1. Determinati partea reala si partea imaginara a numarului complex z =

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia logs(z? — 6z +9) = 2. (5p)
4. Aflati numarul functiilor injective f : {1,2,3,4} — {1,2, 3,4} pentru care f(1) = 4. (5p)

5. Determinati ecuatia perpendicularei pe dreapta de ecuatie 2z 4 3y — 5 = 0, care trece
prin A(2,3). (5p)

6. Aratati ca pentru orice z € R are loc relatia sin(2r+x) cos(m—x)+sin(m—x) cos(2r+z) = 0.
(5p)
SUBIECTUL al II-lea (30p)

1 1 1

1. Se considera determinantul D(a,b) = | 2 2* 2° | a,b€R.
4 4% 4b

a) Calculati D(1,2). (5p)

b) Aratati cd D(a,b) = 4(2¢7 — 1)(2071 — 1)(2° — 2%). (5p)

¢) Rezolvati in R ecuatia D(z,2?) = 0. (5p)

2. Fie polinomul f = X* —mX3 +nX? —4X +4, m,n € R.

a) Determinati parametrii reali m si n astfel incat polinomul sa admita doua radacini duble.
(5p)

b) Pentru m = 4 si n = 5 determinati radacinile polinomului. (5p)

c) Ardtati c& pentru orice m? < 2n polinomul nu are toate radacinile reale. (5p)

SUBIECTUL al ITI-lea (30p)

1. Fie functia f: R\ {1} = R, f(z) = "

a) Calculati f'(z). (5p)
b) Verificati daca functia admite asimptote. (5p)

2 Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, macariem@yahoo.com



64 PROBLEME DE MATEMATICA PENTRU EXAMENE

¢) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f. (5p)

1

2. Se considera sirul (1,,)n>0, In = /(1 +z)"e"dx.
0

a) Calculati I,. (5p)

b) Aratati ca I, +nl, 1 = 2"e — 1. (5p)

c¢) Calculati lim I,. (5p)
n—oo

TESTUL 3

Daniel Valentin Fugulin 3

SUBIECTUL I (30p)

1+
1—

0
1. Calculati partea imaginara a numarului complex z = -. (5p)
1

2. Aflati m € R astfel incat radacinile @1, x5 ale ecuatiei 2% 4+ 2max + 5 = 0 sa verifice relatia
r? + 23 = 26. (5p)
3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia vz —1 =2 — 1. (5p)

4. Calculati probabilitatea ca alegand o submultime din multimea tuturor submultimilor
nevide ale multimii A = {1,2,3,4,5,6}, submultimea aleasa sa contina un numar impar de
elemente. (5p)

T - =
5. Determinati m € R astfel incat vectorii @ = i +35 si o = (m—1)4 +2J si fie
perpendiculari. (5p)

6. Sa se calculeze sing - COS g (5p)

SUBIECTUL al II-lea (30p)

mr+y+z = 0
1. Se considera sistemul ¢ x* + 3y + 2z = 0 , m parametru real.
r—2y—z = 0

a) Calculati determinantul matricei sistemului. (5p)

b) Sa se determine m pentru care sistemul are o infinitate de solutii. (5p)

c) Pentru m = 2 determinati solutia (xg, o, 20) pentru care 2z + yo = 22 — 2. (5p)

2. Fie f e RIX], f = X® + pX + ¢, unde 1, x5, 73 sunt radacinile complexe ale acestuia.
a) Calculati f(1) + f(—1). (5p)

b) Demonstrati ca pentru orice p > 0, polinomul nu are toate radacinile reale. (5p)

c¢) Sa se determine p, ¢ si radacinile polinomului f, stiind ca z; = 2 — i este o radacina a
polinomului. (5p)

3 Profesor, Liceul teoretic ,,Jon Mihalache”, Topoloveni, danfugulin@yahoo.com
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SUBIECTUL al III-lea (30p)
1. Fie functia f: (—1,00) = R, f(z) =e* —In(x + 1) — 1.
a) Sa se determine asimptotele functiei f. (5p)
b) Sa se determine ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul de abscisa o = 0. (5p)
¢) Demonstrati ca e* > 1+ In(1 + ), Va > 0. (5p)

1
2. Se considera functia f : (0,00) = R, f(z) = iy
T

a) Sa se arate ca orice primitiva a functiei f este strict crescatoare pe intervalul (1, 00). (5p)

b) Sa se calculeze/ f(z)dz. (5p)
1

c¢) Determinati aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei f, axa Ox si dreptele de
ecuatii x = 1/e si x = e. (5p)

TESTUL 4
Mihaela Gabor *

SUBIECTUL I (30p)
1. Aratati ca numerele a = V16, b = 3!, ¢ = log, 1024 formeazi o progresie aritmetica. (5p)
2. Determinati imaginea functiei f : [0,5] — R, f(z) = 2* — 4z + 1. (5p)
3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log,, 64 = 2. (5p)

4. Care este probabilitatea ca alegand o functie f : {1,2} — {3,4,5}, aceasta sa fie bijectiva?
(5p)

5. Fie ABCDEF un hexagon regulat cu latura 3. Calculati AB - FE. (5p)

6. Determinati numarul real m pentru care punctele A(1,m), B(m,4), C(3,m + 4) sunt
coliniare. (5p)

SUBIECTUL al II-lea (30p)

ar +by+cz = 4 a b c
1. Se considera sistemul ¢ cx+ay+bz = 4 ,undea, b ccRsifie A= c a b
r+y+z = 3 1 11

matricea sistemului.
a) Calculati A - A", unde cu A’ s-a notat matricea transpusa. (5p)
b) Pentru b = ¢ = 1 si a = 2 rezolvati sistemul dat. (5p)

c¢) Daca matricea A nu este inversabila iar a, b, ¢ reprezinta laturile unui triunghi, aratati ca
triunghiul este echilateral. (5p)

2. Se considerd polinomul P(X) = X% —aX?—- X +2,a € R.
a) Pentru a = —2 calculati P(i). (5p)

4 Profesor, Colegiul National ,,Constantin Carabella”, Targoviste, mihaela_gabOr@yahoo.com
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b) Pentru a = 2 determinati solutiile ecuatiei P(X) = 0. (5p)

c) Aratati ca pentru a = 0, solutiile z1, o, x3 ale ecuatiei P(X) = 0 verifica relatia
210 + 2% + 21° = 62. (5p)

SUBIECTUL al III-lea (30p)

2’ +pr4p

1. Se considera functia f: R\ {—¢} = R, f(x) n
z+q

,unde p si ¢ € R.

a) Pentru p = g = 2, calculati f(0) + f'(0). (5p)

b) Pentru p = ¢ = 2, determinati intervalele de monotonie ale functiei f. (5p)

c¢) Gasiti o relatie intre p si ¢ astfel incat lim (M) = 1. (5p)
T

T—00

2. Se considera functiile f,, : R = R, f,,(z) = 2% + mx + 1 si sirul de integrale (I,,)nen+,
I, = /1 o dx
" o folz)
2
a) Aflati m € R astfel incat / fm(z)dx =10/3. (5p)
1
b) Calculati I;. (5p)

1
c) Aratati ca Io+ I, = R Vn € N*. (5p)

TESTUL 5

Antonio-Mihail Nuica ®

SUBIECTUL I (30p)

2020
1 3
1. Sa se determine (—5 + zé) . (5p)

2. S& se rezolve in R ecuatia log,(z? — 3z +4) = 1. (5p)

3. Sa se determine m € R pentru care varful parabolei de ecuatie y = 22 — 2mx + 1 este in
cadranul I. (5p)

4. Sa se calculeze C9 + C2 + ...+ C2" n € N*. (5p)
1
5. Sa se rezolve in R ecuatia sin 2z = 7 (5p)

6. Sa se calculeze raza cercului circumscris triunghiului ABC|, cu A(0,0), B(2,0), C(2,2).
(5p)
SUBIECTUL al II-lea (30p)
r—y+z = 1
1. Se considera sistemul r+y+z = 3 ,undem e€R.
mr+y+z = 3Im

® Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, antonio.nuica@upit.ro
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a) Sa se determine m € R pentru care sistemul are solutie unica. (5p)
b) Pentru m = 2 sa se rezolve sistemul. (5p)
¢) Pentru m = 1 sa se rezolve sistemul. (5p)

0
3
0

2. Se considera matricele de forma A(z) = , € Rsi G={A(x)|x € R}.

O O =
— oK

a) Sa se arate ca G este parte stabila in M3(R

~—

in raport cu inmultirea matricelor. (5p)
b) Sa se arate ca (G, -) este grup si este izomorf cu grupul (R, +). (5p)
c) Sa se calculeze A(z)?*?°. (5p)
SUBIECTUL al III-lea (30p)
1. Se considera functia f: (0,00) = R, f(z) = 2®Inz.
a) Sa se arate ca f poate fi prelungita prin continuitate in 0. (5p)
b) Sa se determine punctele de extrem ale prelungirii prin continuitate a lui f. (5p)

c) Sa se determine intervalele de convexitate si punctele de inflexiune ale lui f. (5p)

2. Fie I, ,, dr, m,n €N, n>2.

! x
- /0 v+ 1
a) Sa se calculeze Ir5. (5p)
b) Sa se calculeze I,5. (5p)

c) Sa se calculeze lim I,. (5p)
n—oo
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Teste pentru admiterea la facultate

Testul 1

Maria-Crina Diaconu '

SUBIECTUL 1

C1 e . (1 11 .. r+y+z=1
Secon&demmatmceaM—(1 1 O>§181stemul{x+y:0 , (x,y,2) e CxCxC.

a) Sa se rezolve sistemul.
b) Sa se arate ca ecuatia M X = I, cu X € M;545(C) are o infinitate de solutii.

c) Sa se arate ca ecuatia Y M = I3, cu Y € M34(C) nu are solutie.

SUBIECTUL al II-lea

Se considera functia f: R — R, f(z) =sinz + 1+ %2 Notam prin f(z) derivata de ordin
n a functiei f in punctul x.

a) Sa se arate ca f?)(z) > 0,Vr € R.
2?2+ (z+m)?
>
i 2 2 = 4
c¢) Calculati: [?[f(z) — % — 1] max(sinz, cos x)dx.
SUBIECTUL al ITl-lea
2

tgx —ctgx’

x
b) Sa se demonstreze relatia sinz + + 2cos 5

Sedi E(r) =1— zeR\{& | keZ}.

a) Sa se calculeze E(%F) — 2B(4F).
b) S& se arate ca E(z) = 1 + tg (2z), pentru orice z € R\ {&* | k € Z}.
c) Sa se rezolve ecuatia trigonometrica tgx + tg 2z = tg 3z.

Testul 2

Jane Vieru ?

SUBIECTUL I

Se considera legea de compozitie ,,*” pe multimea numerelor reale, x *xy = dxy —dx — Sy +m,
m € R.

a) Sa se determine m € R, cunoscand ca legea ,,x” este asociativa.

b) Pentru m = 6, sa se rezolve ecutia x x 2’ = 1 4+ —, unde 2’ este simetricul lui x.
x

c¢) Se considera G = (1, 00). Pentru m = 6, sa se rezolve in G sistemul de ecuatii

Pyt = 2
2x 22 = .
yrx 22 = 2P

d) Pentru m = 6 si se calculeze 1% x 22 x - - - x 2020

L Asist. univ. dr., Universitatea din Pitesti, crynutza_25@Qyahoo.com
2 Profesor, Liceul Tehnologic ,,Victor Slavescu” Rucar, jane.vieru@yahoo.com



PROBLEME DE MATEMATICA PENTRU EXAMENE 69

SUBIECTUL al II-lea

2
Se considera functia f: R\ {1} = R, f(x) = - i 1€I.
T

a) Sa se determine imaginea functiei f.

b) Sa se studieze existenta asimptotelor la graficul functiei.

¢) Pentru m € R sa se determine numarul radacinilor reale ale ecuatiei f(z) = (m — z)e”.
)

n 9
d) S& se calculeze lim [ [M} dz.

n—00 Y et

SUBIECTUL al ITl-lea

In planul 20y se considers punctele A(—2, 3), B(6,4), C(4,-5) si D(—4,—%).

a) Sa se arate ca punctele A, B, C, D formeaza un paralelogram.
b) Sa se arate ca punctele A, O, C' sunt coliniare, dar punctele B, O, D nu sunt coliniare.

c¢) Pe diagonala AC se considera punctul M astfel incat AM = %AC’ si punctul N pe latura

AD astfel incat AN = %AD. Sa se demonstreze ca punctele B, M, N sunt coliniare.
d) Sa se determine aria triunghiului AMN.
Testul 3

D.M.I. 3
Algebra
1. Sa se determine m € R astfel incat:
2?24+ y? — 4z — 4y +m >0,

pentru orice z,y € R.
2. Demonstrati ca:

2<(1—2)"+(1+2)"<2" Voe(-1,1), Yne N

Discutati cazurile de egalitate.
3. Fie functia polinomiala

f:00,1] = 1[0,1], f(x) =2* +ax +b, unde a,b € R.

Sa se arate ca in mod necesar a < 0 si b > 0.
4. Sa se rezolve in R? sistemul

Prt+ay = v
yr4+az = f
wHpz = a

unde «, 3, v sunt parametrii reali.
5. Fie K multimea tuturor matricelor A € Mj(R) de forma

A:<_ab Z) a,beR.

3 Universitatea din Pitesti, revista.matinf@upit.ro
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a) Aratati ca multimea K este o parte stabila a lui Ms(R) in raport cu adunarea si
inmultirea matricelor si ca operatiile induse confera lui K o structura de corp.
b) Daca tripletul (C, +,-) reprezinta corpul numerelor complexe, stabiliti izomorfismul:

(Ca +7 ) = (K7 +7 )
Analiza Matematica

1. Fie (an)n>1 si (bn)n>1 doua siruri de numere reale convergente si (¢,),>1 cu termenul
general dat de
¢n = max{a,,b,}, ¥n > 1.

a) Sa se arate ca sirul (¢, ),>1 este convergent.
b) Sa se calculeze limitele sirurilor cu termenii generali:

() (2] v

1 n
c%-max{(——) , " }, Vn > 1.
2 n—+1

2. a) Dati definitia notiunii de limita a unei functii intr-un punct.
b) Studiati existenta limitei in punctul zq = 0 pentru functia

er, daca = <0
[ R—=R, f(x)—{$2+gg, daca = >0

3. Fie functia

‘ 4+ (a—2)rx+1—a, dacd z<1
f]R%R, f(x)_{ blnmj daca = >1

cu parametri a,b din R.

a) Sa se studieze continuitatea functiei f pe R.
b) Sa se studieze derivabilitatea functiei f pe R.
¢) Pentru cazul a = b sa se determine parametrul real astfel incat functia f sa admita
un punct de extrem local.
4. Fie functia

' _2? =3z -2
f:10,4] = R, f(ﬁ)—g;g—Jrl

a) Aratati ca f este integrabila.
b) Calculati [ f(x)dz.
5. Fie

v 1
I(x) = ———du, r > 1.
(=) /ﬂuVuQ—l

a) Sa se calculeze I(z), folosind schimbarea de variabila u =
b) Sa se rezolve ecuatia

1
;-
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Geometrie si Trigonometrie

1. a) Fie d o dreapta care trece prin centrul de greutate al unui triunghi si nu contine nici
un varf al acestuia. Sa se arate ca suma distantelor celor doua varfuri situate de
aceeasi parte a dreptei la aceasta dreapta este egala cu distanta celui de-al treilea
varf la dreapta d.

b) Aratati ca distanta de la centrul de greutate al unui triunghi la o dreapta exterioara
din planul sau este media aritmetica a distantelor celor trei varfuri la aceasta dreapta.

2. Se considera doua puncte distincte M si N interioare cubului ABCDA'B'C'D’ de latura

a. Fie M" si N’ proiectiile lor pe una din fetele cubului. Se cere:

a) Aria(MNN'M') < a®V/2.
b) MN < av/3.

¢) Daca se iau noua puncte interioare cubului, atunci exista doua dintre ele avand

distanta mai mica decat %ﬁ
3. a) Sa se arate ca in orice triunghi ABC avem:
b? + 2
1+cosAcos(B—-C)=———
" B0 ="

b) Sa se discute si sa se rezolve ecuatia:
cos2x + (2m — 1)sine +m —1=0, m € R.

4. Fie A(1,3) si B(2,5) doua puncte din planul 2Oy. Se cere:

a) Sa se determine punctul M («,0) astfel incat M A + M B sa fie minima.
b) Sa se scrie ecuatia locului geometric al punctului P din plan cu proprietatea PALPB.

(Admiterea la Universitatea din Pitesti, specializarile Matematica si Matematica-Informatica, 1996)
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Teste grila pentru admiterea la facultate

Testul 1

Maria-Crina Diaconu *

1. Solutia inecuatiei V4 — 2 — /2 — /3 + 2 > 0 este:
a)r €R* b)xe[-3,1]; ¢)ze (B2 1]; d)aze(=2,1); ¢) =€ (-3,2).

z 0 =z
2. Se considera matricea Z = 0 vy 0 |],zyeC. Atunci:
z 0 x
gn—lgn (g 2n-lgn g™ (0 20"
a)Z" = 0 y" 0 , VneN*; b)Z" = 0 y* 0 , VneN*;
on—lgn o on-lgn gm0 27"
an-lgn=t o 2nmignTt 2"z 0 2"a"
c)Zn = 0 y" 0 , VneN*; d)Zn = 0 ! 0 , VneN*;
nlgn=t o 2nmignTt 2"z 0 2"
n=tgn 0 2nTign
e)Z" = 0 T 0 , VneN*.

2n—1l,n 0 2n—1$n

ar+y+z=a
3. Sistemul ¢ x+y+az=2—a ,a€ R este compatibil dublu nedeterminat pentru:
r+ay+z=1

a)a#1; bja=1; ¢)a=-2; d)a=0; e¢)a=2.

4. Fie polinomul f(X) = X%+ 3X +9 avand radacinile x1, 5. Notam S,, = 2} + 2%, Vn € N*.
Atunci Sg este:

a) 22-27; b) 3*-2; ¢) 3°-23% d) 27; e) 2272
5. Sa se determine m,n € R astfel incat urmatoarea lege de compozitie pe R sa fie comutativa
si asociativa: x *y = 2xy + nx + my.

a)ym=n€R; bym=n=2; ¢c)m=n=0sim=n=1,

d)m,neR; e)ym=1;n=2.

6. Se considera sirul a,, = 3%, n € N*. Sa se calculeze lim n?a, :

n—oo
a) +oo; b) 1; ¢) —1; d) 0; e) —oo.

7. Fie functia f(z) = arCCOS(wQQi1

a) R% b) (=00, 1); ¢) R\ {£1}; d) R; ) R\ {0,1}.
8. Se considera functia f : R — R, f(x) = €¢® — e™*. Sa se calculeze g’(GQT_l) unde g este
inversa functiei f.

). Atunci domeniul maxim de definitie este:

@) Zs b)) ot ) o) L

I Asist. univ. dr., Universitatea din Pitesti, crynutza_25@yahoo.com
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9. Se considera functia f: R — R, f(z) =

siF:R—>R = [y f(t)dt. Atunci:

2+cos x

2),VYz € [0,7]; b) F(z) = %arctg(gT) Vx € [0,

SIE]

a) F(zr) = arctg

g

t

(%
(

e
8
w\a

c) F(z) = arctg ),Va € [0,7]; d) F(x) = 2\/_arctg(

2),Vz € [0, 7l;

%I

=+
SE]

e) F(z) = \%arctg( \g/g) Vo e [0, 7).

10. Se considera sirul (I,,), o~ definit prin I, = f02 (2z — 2%)"dz,¥n € N*. Atunci:
a) In = 251,-1,Yn € N*,n > 2; b) 2I,, = 2—”]n_1,‘v’n e N n>2

c) Iy = 52251, 1,Yn € N*,n > 2, d) (n+ 1)1, = 2nln — 1,¥n € N*,n > 2;

e) 2nl, = (n+1)I,_1,Vn € N*,n > 2.
11. Sa se determine n minim, n € N*, pentru care (cos § +isin%)" € Z:
ayn=1, b)n=>5; ¢)n=2; d)n=3; e)n=4.
12. Raza cercului inscris intr-un triunghi dreptunghic avand lungimile catetelor a,b, iar

lungimea ipotenuzei c este:

ac . bc . ab . abc . a+btc
a) a+b+c’ b) a+b+c’ C) a+b+-c’ d) a+b4-c’ e) abc °

13. Daca A, B, C sunt unghiurile unui triunghi, atunci cos A 4 cos B + cos C' este:

a) 1 —4sin4sinZsin%; b) 1+4sin4cosZcosS; ¢) 1+4cos4sinBsiné;

2 2 27 2 2 27 2 2 5
d) 1 —4cos4sinZsing; e) 1 +4sinssinZsin§.
14. Solutiile ecuatiei sin(4arctgz) = 1 sunt:
a) S={tg (§+5) keZ} b)S={tg(F+)| keZ}
o) S={tg(-§+5) kez} d)S={tg(§+5) kel
e) S ={tg (=3 +2kn)| ke Z}.
15. Sa se calculeze sin? z, stiind ca ctgz = 2v/6 :
a) 355 b) 55 ©) 555 d) 35 ) o1
Testul 2
D.M.I *?
1. Se considera functia
22+ 2mr—1 dacaxz <0
f'R%R’f(x)_{mx—l daczix>0’(m7é0)'

Functia este injectiva pentru

a) m € (—00,0); b) m € (—o0,1); ¢c) m € (0,00); d) m € (2,00); €) m € (1,00).

2. Numarul ¢t = \/17—4\/94—4\/5—\/568‘56 egal cu
a)t=—-2b)t=24+b;¢c)t=2—-V5d)t=+v5—1¢)t=2V5.

2 Universitatea din Pitesti, revista.matinf@upit.ro
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3. Suma radacinilor ecuatiei v/10 — x + /2 — 1 = 3 este

a) 39; b) 49; ¢) 12; d) 2; e) 47.
4. Cea mai mare valoare pe care o poate lua numarul
4 2 8
N(z) = logy x + 12logj; x - log, —
x

pentru z € (1,64) este
a) 81; b) 84; ¢) 28; d) 305; e) 16.

1 n
5. Fie dezvoltarea (\3/ x? + —) . Valoarea lui n € N* pentru care al treilea termen nu il contine
x

pe x este

a)n=>5b)n=6c)n=8 d n="7¢e)n=4.
6. Fie (a,)n>1 0 progresie aritmetica avand ratia r > 0. Daca as + a4 = 16 si a; - a5 = 28,
atunci

a)r=2;b)r=3;¢c)r=5d) r=

7. Polinomul cu coeficienti reali
P=X"+(m+1>2X*+3ma®+ (4m - )X*+ (B3m - 1)X -5

se divide cu X2 + 1 daca si numai dac

a)me (—=1,3);b) me (0,1); ¢c) m=—1;d) m=3;e) me {-1,3}.

8. Se considera matricea

< 1 w) —1+iv3
A= 9 , CUlw = ————.

w’ 1
Daca A2 4+ A3+ .-+ A" =, - A, atunci o, =
a) 27+ 1; b) 20 — 25 ¢) 27 — 3; d) 2 e) 2 — 2.

9. Sirul
n

_ " >
3—(—)n T

Tn

a) are limita +oco. b) are limita 3. c¢) are limita 0. d) nu are limitd. e) are limita —oo.

10. Daca .
L = lim (1 + tg? 2z
lim (1 + tg* V)

atunci
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75

Atunci f’ (%”) =
a) 2;b) —5;¢) —2;d) 0; e) 5.

12. Multimea punctelor de extremum local ale functiei f : R — R,

2?2 — 1], |z|>1,
flz) =

e—e”, x| <1,

este

a) {—1,1}; b) {0}; ¢) {-1,0,1}; d) {0,1}; e) {~1,0}.

13. Numarul punctelor de inflexiune ale functiei

x
1 —22

foRA{=L1} =R, f(x) =

este

a) 0; b) 4; ¢) 1;d) 3; e) 2.

2 2
L = / (2—2x)drsi ]y = / xdz,
0 0
atunci

a)h:]g;b)ll—lgzl;c) Il>]2;d) ]2-]1:1;8)11<IQ.

/ dz B
o 3+2cosx

14. Daca

15.

[ME]

a) \/Lgarctg %5 —1; b) V/arctg \/ig; c) \/igarctg \/ig; d) \%arctg \/ig; e) 2 — arctg /5.
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Testul 3
D.M.I. 3

1. Valorile lui m € R\ {1} pentru care expresia

m + 1)z% + 8mz + 8
22 —mx +4

g !

este definita si pozitiva pentru orice z € R sunt

a)ym € [—2,1);b)me (—1,1];¢) m € <—%,1>; d)yme[2,3);e) me (—%,2}

2. Multimea solutiilor inecuatiei |2* — 3z + 2| < |z + 2| este

a) (1,4); b) (1,2); ¢) (0,4); d) O; e) [0,4].

3. Numarul solutiilor reale ale ecuatiei

Vet VR 2T+ Vo —VaE 127 =2

este egal cu
a) 3;b) 2;¢) 0;d) 4;e) 1.
4. Solutia ecuatiei
oletll 97 — 1| =27 +1
este

a)x=—2;b) x € (0,00); ¢) x € (—o0,1); d) x € [0,00) U{—2}; ¢) z € [-1,0].

5. Daca (b,)n>1 este o progresie geometrica si S,, = 2(5" — 1), atunci by =

a) 125; b) 1000; c) 1024; d) 625; €) 200.

6. Ecuatia
2 + ¥+ mat+2+2=0, meR

are toate radacinile reale pentru

a)m € (—2,2); b) m=3;¢) m € (—o0,—6]; d) m € (—6,00); ) m € (—o0, —2] U [2, 00).

7. Fie polinomul f = z* + ma® + 2% + nx — 1. Daca restul iImpartirii lui f la z — 2 este —1 iar
restul impartirii lui f la @ — 3 este 14, atunci {m,n} =

a) {276}; b) {_374}; C) {_372}; d) {172}; e) {274}

. 1 2 3 n—1
8. ValoareasumelS:§+§—|—I—|—-..+ —

3 Universitatea din Pitesti, revista.matinf@upit.ro
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1 1 1 1
B)l— =) = d) 14 —:e)1— .
! ) n!’c) n!’ ) +n!’e) (n+1)!

a) 0o; b) 2; ¢) 0; d) 1; e)

N | —

10. Limita sirului (a,),>1 cu termenul general

1 & 1
ap = — —_—
n kz:; vn2+k
este
a) 2; b) +oo; ¢) 2;d) 0; e) 3.
11. Daca
. Vi+axr—1
L=lm-—-—+—
x—0 x
atunci

a) L=L;b)L=0;¢c) L=3;d) L=1;¢) L =oc.

12. Se considera functia f: R — R,

flz) = { %, dacd x <0,
~ | sinz, dacd z > 0.

Atunci z = 0 este
a) punct de intoarcere. b) punct critic. ¢) punct unghiular.

d) punct de extremum global. e) punct de inflexiune.

13. Fie
fR=>R, f(z)=(x—a)e®+|x+2|, a R

Sa se precizeze care din afirmatiile urmatoare este corecta:
a) y = —r — 2 este asimptota oblica spre —oo.
b) y = x este asimptota oblica spre +o0.
¢) Graficul functiei nu are asimptote oblice.
d) y = = + 3 este asimptota oblica spre +o0.

e) y = x — 2 este asimptota oblica spre +o0.

14.

1
/ In(1+ 2%)dr =
0
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a) 5 —In2;b)2In2-3;¢)7—In2;d) n2—-2+7F;¢) 2+ 7.
15. )
lim n2/n }x3—x‘da::
n—o00 1
a) 5;b) 1; ¢) —2; d) 0; e) oo.
Testul 4
Raluca Mihaela Georgescu
1. Valoarea parametrului real m pentru care punctul A(2,m) apartine dreptei de ecuatie
b5r 4+ 4y 4+ 6 = 0 este:
a)-4; b)-2; ¢)4; d) 2;_) e) 1._> N L
2. Se dau vectorii: @ = 31 +57, v o= i - 7, W= 447 + j . Atunci vectorul
20U — 57 + 3U este:
a)157 —127: b)137 +187; ¢) —137 +187 ; d)127 — 7; ) 157 +187.
3. Aria triunghiului ABC cu AB =4, AC = /2 si m(<A) = 75° este:
a) V3+2 b)2(vV34+2); o) V3+1 d)V2+1 e) V3+V2
4. Valoarea expresiei E(z) = sinx — cos (m + g) pentru x = % este
a)0;  b)V3 o) V3-1;  d)1-V3 el
5. In sistemul de axe ortogonale xOy se considera triunghiul ABC, cu A(2,3), B(4,5), C(1,7).
Ecuatia medianei din C' este:
a)3r —2y+7=0;b)3x+2y—17=0;¢c) 3z +3y —17=0; d)—3z + 2y — 1 = 0;
e) x+2y+17=0. RN RN
6. Valoarea parametrului real a pentru care vectorii U=ai+6 J st U =-37 +4 j sunt
perpendiculari este
a) 8; b) -8; c) 4; d) 1, e) -4.
7. Fie triunghiul ABC dreptunghic in A, cu AB =5+ /7, AC =5 — /7. Atunci lungimea
vectorului 1@ + AC este
a) 8; b) 6; c) 10; d) 12; e) 1.
8. Aria triunghiului echilateral avand raza cercului circumscris egala cu 2 este
a) V3 b)3V3 )3 d) 4 e)2
9. Dacd 2sinz = /3 siz € (g, 7T), atunci tg x este
3 3
a)-3;  b)V3  o—V3  d) §; e) —g‘
10. Valorile parametrului real a pentru care aria triunghiului ABC', cu A(6,2), B(2,—1), C(4,a)

este 3 sunt:

a) {=1}; b) {2}; o) {=2,4}; d){-1L2}; ¢ L

4 Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, gemiral@yahoo.com
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11.

12.

13.

14.

15.

Catetele unui triunghi dreptunghic sunt 8 si 44/5. Lungimea medianei corespunzitoare
ipotenuzei este

1 1
a);; b) 6; ¢) 12; d) 4; e);.

Aria triunghiului ABC cu AB = /5, AC =3 si tg A = 2 este
a) 4; b) 2v/5; c) 3; d) 5; e) 2.
Daci in triunghiul ABC se cunosc AB =4, AC =5, BC = /21, atunci ctg A este:

a) V3; b) g; c) —V3; d)3; e —?-

Fie triunghiul ABC cu A(2,3), B(5,7) si centrul de greutate G(4,2). Atunci coordonatele
punctului C' sunt:
In sistemul de axe ortogonale Oy se considers punctele A(1,1) si B(5,2). Coordonatele

unui punct C' pentru care ABLAC si BC = /85 sunt:
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PROBLEME DE INFORMATICA PENTRU
EXAMENE

Teste pentru examenul de Bacalaureat, specializarea Stiinte ale naturii

Testul 1

Nicoleta Voica *, Adrian Voica *

Limbajul C/C++
SUBIECTUL I (20 de puncte)

Pentru fiecare dintre itemii de la 1 la 5, scrieti pe foaia de examen litera cores-
punzatoare raspunsului corect. Fiecare raspuns corect se noteaza cu 4 puncte.

1. Variabilele z si y sunt de tip intreg. Care este valoarea expresiei C/C++ abs(x-y) in
urma executiei secventei urmatoare? (4p.)

x=5; y=16; x = (x+ty)/2; y =y - x/2;
a) 0.25 b) 3 c) 4 d) 1

2. Variabilele i si j sunt de tip intreg. Indicati cu ce se pot inlocui punctele de suspensie
astfel incat, In urma executarii secventei obtinute, sa se afiseze numerele de mai jos, in
aceasta ordine. (4p.)

for (i=0;i<5;i++)

{for(j=0;j<5;j++) 3 3 3 3 3
..................... ; 37773
cout<<endl; 3 77T 7T 3
} 3 777 3

333 33

3. Fie un sir x = (10,—13,8,—2,9) cu n = 5 numere reale. Care este numarul de in-
terschimbari care se efectueaza asupra sirului, daca acesta se ordoneaza crescator folosind
metoda bulelor (Bubble Sort)? (4p.)

a) 40 b) 10 c) 7 d) 5

4. Se considera un tablou unidimensional x cu n elemente numerotate de la 1 lan. Care dintre
secventele urmatoare permuta circular spre dreapta elementele tabloului cu k pozitii?

(4p.)
a) for(i=1;i<=k;i++) b) while (k>0)
{ for(j=1;j<n;j++) { aux=x[n];
x[jl=x[j+1]; for(i=n;i>1;i--)
x[nl=x[1]; x[il=x[i-1];
} x[1]=aux;
k--; }

! Profesor, Colegiul National ,,Jon C. Bratianu”, Pitesti, nvoica71@yahoo.fr
2 Profesor, Liceul Teoretic ,,Jon Barbu”, Pitesti, avoica71@yahoo.com
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c) for(i=1;i<=k;i++) d) for(i=1;i<=k;i++)

x[n+il=x[i]; x[i]=x[i+k+1];
for(i=1;i<=n;i++)
x[i]=x[i+k];

5. Variabilele x, y si z sunt de tip intreg. Care x =3, y=5; z =1,

I
este numarul de atribuiri care se efectueaza do {x =y + z;
In urmatoarea secventa si valoarea variabi- y =y - 2;
lelor %, y si z la final? (4p.) z =z + 1;

a)

} while(z < y);

9351 b) 6513 c) 3513 d) 9513

SUBIECTUL al II-lea (40 de puncte)

Scrieti pe foaia de examen raspunsul pentru fiecare dintre cerintele urmatoare.

1. Se considera algoritmul urmator, scris in pseudocod. S-a notat cu [z] partea intreaga a
numarului real z iar cu %y restul impartirii numarului intreg z la numarul intreg nenul

Y.

d)

citeste x (numar natural)
cat timp x#0 executa

| z+10

| y+<x%10

| cat timp x>9 executa
| | x+[x/10]-1

| | y<x%10%xz+y

I | z<z*10

| scrie y

|

citeste x (numar natural)

Scrieti ce se va afisa daca se citesc in aceasta ordine valorile: 138 57 9 2148 5708 300

0. (6p.)
Precizati un sir de 4 valori distincte ce pot fi citite astfel incat sa se afiseze doar
valori nule (egale cu zero). (6p.)
Scrieti in pseudocod un algoritm echivalent cu cel dat care sa utilizeze structuri
repetitive de alt tip. (6p.)
Scrieti programul C/C++ corespunzator algoritmului dat. (10p.)

2. Pentru un punct dat A pentru care se cunosc coordonatele x si y sa se scrie o conditie
care are valoarea 1 daca si numai daca punctul se gaseste pe una din axe si zero in caz
contrar. (6p.)

3. Stiind ca s este un tablou unidimensional cu maxim 50 numere naturale de maxim o cifra,
numerotarea acestora incepand de la 0, si ca initial are valoarea (0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9),
iar aux, i, j, di, dj sunt variabile de tip intreg, sa se precizeze care va fi valoarea sirului
In urma executarii urmatoarei secvente de program C/C++7? (6p.)

di=1; dj=2; i=0; j=9;
while (i < j)
{ aux=s[i]; slil=s[j]; sl[jl=aux;
i=i+di; j=j-dj;
di=di+dj; dj=di-dj; di=di-dj;
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SUBIECTUL al ITI-lea (30 de puncte)
Scrieti pe foaia de examen raspunsul pentru fiecare dintre cerintele urmatoare.

1. Se citeste un numar natural n (n > 10) si se cere sa se elimine din n o cifra astfel incat
numarul obtinut este cel mai mic dintre toate numerele ce se pot obtine prin eliminarea
cate unei cifre. Scrieti, in pseudocod, algoritmul de rezolvare a problemei enuntate.
Exemplu: daca x = 12953, atunci y = 1253. (10p.)

2. Sa se scrie un program care citeste un sir cu n numere intregi, 7 < 1000 si elimina din
sir un numar minim de elemente astfel incat elementele ramase sa formeze un sir in care
oricare doua elemente vecine sa aiba paritati diferite (primul element din sir nu se va
elimina). (10p.)
Exemplu: pentru n = 6 si sirul (63,56, 78, 73,453, 34), se obtine (63, 56,73, 34).

3. Figierul text bac.in contine pe primul rand un numar n (n < 100), iar pe urmatoarele n
linii, n perechi (x,y) de numere naturale de maxim 9 cifre fiecare (x,y > 3), care reprezinta
n intervale inchise de numere naturale.

a) Folosind un algoritm eficient din punct de vedere al memoriei utilizate si al timpului
de executare scrieti un program C/C++ care citegte numerele din figier si determina
pentru fiecare interval, daca exista, un numar prim z din interval astfel incat valoarea
expresiei |z + y — 2z| sa aiba valoarea miniméa. Rezultatele vor fi afisate in figierul
text bac.out, cate o valoare pe cate o linie a fisierului. Pentru intervalele pentru
care nu exista un astfel de numar prim se va afisa valoarea -1. (6p.)

b) Descrieti in limbaj natural metoda utilizata justificand eficienta acesteia. (4p.)
Exemplu: daca figierul bac.in are urmatorul continut:

3

718

24 28

30 50

fisierul bac.out va fi:
13

-1

41

Testul 2
Maria Miroiu 3

Limbajul C/C++
SUBIECTUL I (20 de puncte)

Pentru fiecare dintre itemii de la 1 la 5, scrieti pe foaia de examen litera cores-
punzatoare raspunsului corect.

1. Fie variabilele a si b de tip intreg, a memorand valoarea 3, iar b memorand valoarea 6.
Care dintre expresiile C/C++ de mai jos nu are valoarea 4.57 (4p.)

3 Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, maria.miroiu@gmail.com
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a) (a+b)/2.0 c¢) float((at+b)/2)
b) (float(a)+b)/2 d) float(atb)/2
2. Care dintre expresiile C/C++ de mai jos este echivalenta cu i<=sqrt(n)? (4p.)
a) i+i<=n ¢) floor(i)<=n
b) ceil(i)<=n d) i*i<=n
3. Pentru tabloul unidimensional v = (1,3,5,7,8,9), cate comparatii se fac aplicand metoda
cautarii binare pentru valoarea 87 (4p.)
a) 2 b) 3 c) 4 d) 5
4. In secventa C/C++ aldturati, variabilele
i si x sunt de tip intreg, iar variabila v x=1; . . _
este un tablou unidimensional cu indicii for C (i=1;1<=6;1++)
elementelor numerotati de la 1 la 6. Ce vlil=x:
valoare are suma ultimelor 3 elemente din x+=2; ’
v In urma executarii secventei alaturate? }

(4p.)
a)36  b)27 )15  d)21

5. In secventa C/C++ aliturati, variabilele
c, i si n sunt de tip intreg. Ce va calcula
variabila ¢? (4p.) c=0;
for (i=1;i<=n;i++)
if (n%i==0 && i%2==1)
c++;

a) numarul divizorilor pari ai lui n;

) numarul divizorilor impari ai lui n;
¢) numarul divizorilor primi ai lui n;

) numarul divizorilor improprii ai lui n.

o

[oN

SUBIECTUL al II-lea (40 de puncte)

Scrieti pe foaia de examen raspunsul corect pentru fiecare dintre cerintele
urmatoare.

1. Se considera algoritmul alaturat, descris citeste n (numar natural)
in pseudocod. a «— 1
b «— 1
pentru i<-3,n executa
| c < atb
| a < b
| b« c
scrie c
a) Scrieti ce valoare se va afisa daca pentru variabila n se citeste valoarea 7. (6p.)
b) Scrieti cel mai mare numar care se poate citi ca valoare a variabilei n, astfel incat, in
urma executarii algoritmului, sa afiseze un numar natural de 2 cifre. (6p.)
c¢) Scrieti in pseudocod un algoritm, echivalent cu cel dat, inlocuind structura pentru
. executa cu o structura repetitiva cu test initial. (6p.)
d) Scrieti programul C/C++ corespunzator algoritmului dat. (10p.)

2. Se considera variabilele h1 si m1 care memoreaza orele si minutele sosirii unei masini in
parcare, respectiv variabilele h2 si m2 care memoreaza orele si minutele plecarii masinii din
parcare, in aceeasi zi. Orele au valori intre 0 si 23. Scrieti o secventa de cod C/C++ prin
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care se calculeaza numarul de ore petrecute in parcare, facandu-se rotunjire prin adaos.
(6p.)

. Se considera doua tablouri unidimensio- i=m; j=1; k=0;
nale: a ce contine m elemente ordonate while (...)
crescator si b ce contine n elemente ordo- if (alil>p[jD)
nate descrescator. Elementele vectorilor c[++kl=ali--1;
se presupun numerotate incepand de la else
1. Completati cele 3 puncte de suspen- cl++k]l=b[j++];

sie ce reprezinta o expresie logica si doua ... ... L.
instructiuni, astfel incat, dupa executarea ... ... . Lo L
secventei de cod sa se obtina vectorul ¢

care contine toate elementele din a si b,

ordonate descrescator. (6p.)

SUBIECTUL al ITI-lea (30 de puncte)

Scrieti pe foaia de examen raspunsul corect pentru fiecare dintre cerintele

urmatoare.

1. Se citeste de la tastatura un numar natural n de maxim 9 cifre. Sa se scrie un program

C/C++ care determina si afiseaza numarul m format din cifrele lui n, in ordinea in care
apar in numarul n, eliminand prima cifra maxima si prima cifra minima, de la dreapta
numarului n. (10p.)
Exemplu: Pentrun = 681213 se obtinem = 6123.

. Se citeste de la tastaturd un numéar natural nenul n. Scrieti un program C/C++ care

determina dintre toate numerele mai mici sau egale decat n pe cel mai mic care are numar
maxim de divizori naturali. (10p.)
Exemplu: Pentrun = 19 se va afisa valoarea 18, acesta avand 6 divizori naturali (precum
are si numarul 12).

. Fisierul bac.txt contine pe prima linie valoarea naturala nenula a variabilei n, iar pe

urmatoarea linie un sir de n numere naturale de cel mult 9 cifre fiecare, numerele fiind
despartite prin spatii. Se cere sa se stabileasca daca numerele din fisier formeaza un sir
strict monoton (strict crescator sau strict descrescator), in ordinea in care apar in fisier.
Se va afisa textul "Da” daca numerele formeaza un sir strict monoton, respectiv ?Nu” in
caz contrar.

a) Descrieti in limbaj natural un algoritm eficient de rezolvare a problemei. (3p.)
b) Scrieti un program C/C++ care citeste datele din fisier si rezolva problema. (7p.)

Exemplu: Daca in fisierul bac.txt se afla numerele:
9
31011 14 16 17 19 180

atunci pe ecran se va afisa "Da”.
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Testul 3
Maria Miroiu *

Limbajul Pascal
SUBIECTUL I (20 de puncte)

Pentru fiecare dintre itemii de la 1 la 5, scrieti pe foaia de examen litera cores-
punzatoare raspunsului corect.

1. Fie variabilele a si b de tip intreg, a memorand valoarea 3, iar b memorand valoarea 6.

Care dintre expresiile Pascal de mai jos nu are valoarea 4.57 (4p.)
a) (a+b)/2 ¢) trunc((a+b)/2)
b) (trunc(a)+b)/2 d) a+b/2
2. Care dintre expresiile Pascal de mai jos este echivalenta cu i<=sqrt(n)? (4p.)

a) i+i<=n
b) trunc(i)<=n

¢) round(i)<=n
d) sqr(i)<=n

3. Pentru tabloul unidimensional v = (1,3,5,7,8,9), cate comparatii se fac aplicand metoda

cautarii binare pentru valoarea 87

a) 2 b) 3

. In secventa Pascal alaturata, variabilele
i si x sunt de tip intreg, iar variabila v
este un tablou unidimensional cu indicii
elementelor numerotati de la 1 la 6. Ce
valoare are suma ultimelor 3 elemente din
v in urma executarii secventei alaturate?
(4p.)

a) 36 b) 27 c) 15 d) 21

. In secventa Pascal alaturata, variabilele c,
i si n sunt de tip intreg. Ce va calcula
variabila ¢? (4p.)

a) numarul divizorilor pari ai lui n;

b) numarul divizorilor impari ai lui n;

¢) numarul divizorilor primi ai lui n;

d) numarul divizorilor improprii ai lui n.

SUBIECTUL al II-lea (40 de puncte)

(4p.)
c) 4 d) 5
x:=1;
for i:=1 to 6 do
begin
v(i):=x;
X:=x+2;
end ;
c:=0;

for i:=1 to n do
if (n mod i=0)and(i mod 2=1)
then

c:=c+1;

Scrieti pe foaia de examen raspunsul corect pentru fiecare dintre cerintele
urmatoare.

4 Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, maria.miroiu@gmail.com
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1. Se considera algoritmul alaturat, descris citeste n (numar natural)

in pseudocod. a «+ 1
b <« 1
pentru i<-3,n executa
| c < a+b
| a < b
| b+ ¢
scrie c
a) Scrieti ce valoare se va afisa daca pentru variabila n se citeste valoarea 7. (6p.)
b) Scrieti cel mai mare numar care se poate citi ca valoare a variabilei n, astfel incat, in
urma executarii algoritmului, sa afiseze un numar natural de 2 cifre. (6p.)
¢) Scrieti in pseudocod un algoritm, echivalent cu cel dat, inlocuind structura pentru
. executa cu o structura repetitiva cu test initial. (6p.)

(10p.)
2. Se considera variabilele hl si m1 care memoreaza orele si minutele sosirii unei masini in
parcare, respectiv variabilele h2 si m2 care memoreaza orele si minutele plecarii masinii din
parcare, in aceeasi zi. Orele au valori intre 0 si 23. Scrieti o secventa de cod Pascal prin
care se calculeaza numarul de ore petrecute in parcare, facandu-se rotunjire prin adaos.

(6p.)

d) Scrieti programul Pascal corespunzator algoritmului dat.

3. Se considera doua tablouri unidimensio- i:=m; j:=1; k:=0;

nale: a ce contine m elemente ordonate
crescator si b ce contine n elemente ordo-
nate descrescator. Elementele vectorilor
se presupun numerotate incepand de la
1. Completati cele 3 puncte de suspen-
sie ce reprezinta o expresie logica si doua
instructiuni, astfel incat, dupa executarea
secventei de cod sa se obtina vectorul c
care contine toate elementele din a si b,

while (...) do
if ali]>b[j] then
begin
k:=k+1; clkl:=alil]; i:=1-1;
end
else
begin
k:=k+1; cl[k]l:=b[jl; j:=j+1;
end ;

ordonate descrescator. (6p.)

SUBIECTUL al ITI-lea (30 de puncte)

Scrieti pe foaia de examen raspunsul corect pentru fiecare dintre cerintele
urmatoare.

1. Se citeste de la tastatura un numar natural n de maxim 9 cifre. Sa se scrie un program
Pascal care determina si afiseaza numarul m format din cifrele lui n, in ordinea in care
apar in numarul n, eliminand prima cifra maxima si prima cifra minima, de la dreapta
numarului n. (10p.)
Exemplu: Pentrun = 681213 se obtinem = 6123.

2. Se citeste de la tastatura un numar natural nenul n. Scrieti un program Pascal care
determina dintre toate numerele mai mici sau egale decat n pe cel mai mic care are numar
maxim de divizori naturali. (10p.)
Exemplu: Pentrun = 19 se va afisa valoarea 18, acesta avand 6 divizori naturali (precum

are si numarul 12).
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3. Fisierul bac.txt contine pe prima linie valoarea naturala nenula a variabilei n, iar pe
urmatoarea linie un sir de n numere naturale de cel mult 9 cifre fiecare, numerele fiind
despartite prin spatii. Se cere sa se stabileasca daca numerele din fisier formeaza un sir
strict monoton (strict crescator sau strict descrescator), in ordinea in care apar in fisier.
Se va afisa textul "Da” daca numerele formeaza un sir strict monoton, respectiv ?Nu” in
caz contrar.

a) Descrieti in limbaj natural un algoritm eficient de rezolvare a problemei. (3p.)
b) Scrieti un program Pascal care citeste datele din fisier si rezolva problema.  (7p.)

Exemplu: Daca in fisierul bac.txt se afla numerele:
9
31011 14 16 17 19 180

atunci pe ecran se va afisa "Da”.
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Teste pentru examenul de Bacalaureat, specializarea
Matematica-Informatica

Testul 1
Nicoleta Enache !

Limbajul C/C++
SUBIECTUL I (30 de puncte)

Pentru itemul 1, scrieti pe foaia de examen litera corespunzatoare raspunsului
corect.

1. Se da urmatoarea secventa in limbajul C/C++, unde x, y, s sunt numere intregi.

x=20;y=10;
S=++x-y--;
cout <<s<<’ 7 7 7x<L?? Iy,
Care vor fi cele trei valori afisate: (4p.)
a) 10 21 9 b) 11219 c) 112010 d) 112110

Scrieti pe foaia de examen raspunsul pentru fiecare dintre cerintele urmatoare.
2. Se considera algoritmul de mai jos in pseudocod. S-a notat cu %y restul impartirii lui x
la y.

citeste a (numar natural)
b<+-0
p<1
cat timp a>0 executa
| c<a%10
| daca c%2=0 atunci
I I b<p*c+b
| | p<p*10
| | b<p*c+b
| | p<p*10
| altfel
| | b«p*c+b
| | p<px*10
| a+a/10
|
scrie b
a) Ce afigeaza algoritmul pentru a = 245837 (6p.)
b) Care este cel mai mic numar de patru cifre distincte care, in urma executarii acestui
algoritm, va afisa numarul citit. (4p.)
c¢) Scrieti in pseudocod un algoritm echivalent cu algoritmul dat, in care structura
repetitiva cat timp .... executa sa se Inlocuiasca cu o alta structura repetitiva. (6p.)
d) Scrieti programul C/C++ corespunzator algoritmului dat. (10p.)

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

Pentru fiecare dintre itemii 1 si 2 scrieti pe foaia de examen litera corespunzatoare
raspunsului corect.

! Profesor, Colegiul National ,,Jon C. Bratianu”, Pitesti, enache_nicoleta@yahoo.com
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1. Fie dat un graf neorientat cu 5 noduri si urmatoarele muchii: [1,2], [1,3], [1,4], [2,3], [2,5],

[3,5], [4,3], [4,5]. Care dintre urmatoarele giruri este lant elementar in graf? (4p.)
a) 13524 b) 125314 c) 12543 d) 25134
2. Se dau urmatoarele declaratii de structuri. (6p.)

struct dataexp

{
int z, 1, a;

+;

struct medicament

{
char denumire [50];
dataexp de;

} m;

Care dintre urmatoarele referiri este corecta din punct de vedere sintactic?

a) m.de.a b) m.a. ¢) m.a.de. d) denumire.m

Scrieti pe foaia de examen raspunsul pentru fiecare din cerintele urmatoare.
3. Care va fi valoarea afisata dupa executarea secventei alaturate, daca s este variabila de
tip gir de caractere? (4p.)

char s[20]=’’macarale’’ , *p;
p=strchr(s,’a’);
while (p)
{
strcpy(p,p+1);
p=strchr(s,’a’);
+

printf (’’%s’’, s);lcout<<s;

4. Un arbore cu 8 noduri este memorat cu ajutorul vectorului de tati, t=(2,0,2,3,1,3,3,2). Se
cer: radacina si frunzele arborelui. (6p.)

5. Se citegte un sir s cu cel mult 200 de caractere (litere mici ale alfabetului englez si
spatiu). Se cere sa se construiasca in memorie si sa se afiseze un nou sir obtinut din s prin
transformarea cuvintelor de lungime impara in cuvinte de lungime para dubland litera din
mijloc. (10p.)
Exemplu:

Daca girul s citit este: ana are mere si caise se va afisa: anna arre mere si caiise

SUBIECTUL al ITI-lea (30 de puncte)

Pentru itemul 1, scrieti pe foaia de examen litera corespunzatoare raspunsului
corect.

1. Se considera multimea {2, 3, 4, 5, 6}. Se cere sa se determine numarul de solutii pentru
scrierea tuturor numerelor de 3 cifre distincte din multimea data, cu cifre in ordine strict
crescatoare. (4p.)
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a) 60 b) 10 c) 6 d) 12
Scrieti pe foaia de examen raspunsul pentru fiecare din cerintele urmatoare.
2. Subprogramul f are definitia alaturata. Ce va afisa apelul £(123456)7 (6p.)
void f(int x)
{ if (x>0)
{ if (x%10%2==0) cout<<x%10;| printf(’’%d ’’,x%10);
f(x/10);

if (x%10%2==1) cout<<x%10;| printf(’’%d ’’,x%10);

3

3. a) Subprogramul determin primeste prin intermediul parametrului ¢ un numar natural
cu cel mult 10 cifre si intoarce prin intermediul parametrului nr numarul de cifre
distincte din a. Sa se scrie definitia completa a subprogramului determin. (4p.)
Exemplu: daca numarul a este 2522354 subprogramul trebuie sa returneze 4.

b) Scrieti un program C/C++ prin care citind n numere si utilizand apeluri utile ale
subprogramului determin, calculeaza si afiseaza cate dintre numerele citite au numar
maxim de cifre distincte. (6p.)
Exemplu: n = 7 gi numerele 223 111 56598 4567 8 552324 456 se va afisa 3.

4. Figierul bac.txt contine pe prima linie un numar natural n (1 < n < 100000), iar pe a

doua linie n numere naturale cuprinse intre 1 gi 2000000. Sa se determine, intr-un mod
eficient din punct de vedere al memoriei utilizate, numarul de zerouri in care se termina
produsul celor n numere.

a) Descrieti In limbaj natural un algoritm eficient de rezolvare a problemei. (4p.)
b) Scrieti un program C/C++ pentru rezolvarea problemei. (6p.)
Exemplu: daca in fisierul bac.txt avem:
5
10 15 16 18 3

se va afiga 2.
Testul 2

Aurelian Raducu ?, Serenela Rdaducu ®

Limbajul C/C++
SUBIECTUL I (20 de puncte)

Pentru fiecare dintre itemii de la 1 la 5, scrieti pe foaia de examen litera cores-
punzatoare raspunsului corect.

1. Stiind ca variabilele a si b memoreaza numere naturale, a < b, indicati care dintre expresiile
C/C++ urmatoare indica numarul de numere pare din intervalul [a, b]. (4p.)

2 Profesor, Colegiul National ,,Alexandru Odobescu”, Pitesti, radu_a_d@yahoo.com
3 Profesor, Colegiul National ,,Jon C. Bratianu”, Pitesti, r_sere_gabi@yahoo.com
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a) (b-a)/2 c) (b-a)/2-(a%2)*(b%2)
b) (b-a)/2+1 d) (b-a)/2+1-(a%2)*(b%2)
2. Care este numarul subgrafurilor complete ale grafului neorientat cu 5 noduri, numerotate
de la 1 la 5, dat de listele de adiacenta urmatoare: (4p.)
1: 2;
2: 1, 3, 4;
3: 2,4, 5;
4: 2, 3, 5;
5: 3, 4;
a) 0 b) 2 c) 8 d) 13
3. Pentru arborele cu 10 noduri, numerotate de la 1 la 10, reprezentat prin vectorul de tati
T(0,1,2,3,1,5,5,7,5,9), stabiliti numéarul nodurilor care au exact 3 ascendenti. (4p.)
a) 0 b) 2 c) 3 d) 4

4. Utilizand metoda backtracking se genereaza toate submultimile nevide ale multimii 1,2,3,4.
Primele submultimi generate sunt: {1}, {1,2}, {1,2,3}, {1,2,3,4}, {1,2,4}. Care este a 8-a

submultime generata? (4p.)
a) {1,3} b) {1,3,4} c) {1,4} d) {2,3,4}
5. Se considera subprogramul f cu definitia urmatoare: (4p.)
void f(int n)
{
if(n!=0)
if (n%2==0)
{
cout<<n%10;
f(n/10);
cout<<n%10;
}
else
{
f(n/10);
cout<<n%10;
}
}

Ce se afigeaza in urma apelului £(12345) 7

a) 2454321 b) 2412345 c) 422345 d) 4212345

SUBIECTUL al II-lea (40 de puncte)
Scrieti pe foaia de examen raspunsul pentru fiecare dintre cerintele urmatoare.

1. Se considera algoritmul de mai jos, scris in pseudocod.

S-a notat cu 2%y restul Impartirii numarului intreg x la numarul intreg y si cu [a] partea
intreaga a numarului real a.
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citeste a,b (numere naturale)

p«1

cat timp(a*b>0 si a’%10=b%10) executa
| a+[a/10]

| b<[b/10]

| _ p«px*10

a<—a*p

scrie a

a) Ce valoare se afigeaza daca se citesc valorile 12345 i 145 7 (6p.)
b) Daca pentru b se citeste valoarea 89, scrieti care este numarul numerelor cu patru
cifre distincte, ce pot fi citite pentru variabila a, astfel incat valoarea afisata sa fie

divizibila cu 507 (6p.)
¢) Scrieti in pseudocod un algoritm echivalent cu cel dat care si contina, in locul
structurii cat timp...executa, o structura repetitiva de alt tip. (6p.)
d) Scrieti programul C/C++ corespunzator algoritmului dat. (10p.)

2. In declararea urmatoare, campurile x si y ale inregistrarii pot memora numere naturale
ce reprezinta, in ordine, extremitatea initiala, respectiv extremitatea finala a unui graf
orientat. Scrieti o expresie C/C++ care sa aiba valoarea 1 daca gi numai daca arcele
distincte al si a2 sunt incidente. (6p.)

typedef struct
{
int x,y;
} arc;
arc al,a2;

3. In secventa urmatoare, variabilele i, j si x sunt de tip int, iar variabila M memoreaza o
matrice cu 5 linii §i 5 coloane numerotate de la 1 la 5, cu elemente intregi. Scrieti care
este cea mai mare valoare memorata in matrice i care sunt coordonatele elementului din
matrice (linia gi coloana) ce memoreaza aceasta valoare, la finalul executarii secventei.

(6p.)

x=0;
for(i=1;i<=5;i++)
for (j=1;j<=5;j++)

{
if (i%21'=3%2) x=x+2;
else x--;
M{il[jl=x;

}

SUBIECTUL al ITI-lea (30 de puncte)

1. Un gir cu maximum 255 de caractere contine cuvinte scrise cu litere mici. Doua cuvinte
alaturate sunt separate printr-un singur spatiu. Scrieti programul C/C++ care citeste un
astfel de sir si inlocuieste fiecare cuvant ce contine cel putin trei litere cu un nou cuvant,
format cu prima si ultima litera a cuvantului. Sirul obtinut se afigeaza pe ecran. (10p.)
Exemplu: Pentru sirul am vazut o raza de soare se afiseaza am vt o ra de se
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2. Subprogramul MinMax primeste prin intermediul parametrului n, un numar natural
nenul n (1 <n < 100) si prin intermediul parametrului v, un tablou unidimensional cu
maximum 100 de numere reale. Subprogramul muta, la inceputul tabloului, toate aparitiile
celui mai mic numar din tablou si, la sfargitul tabloului, toate aparitiile celui mai mare
numar din tablou, fara a modifica ordinea celorlalte elemente din tablou. Scrieti definitia
completa a subprogramului MinMax. (10p.)
Exemplu: Pentru n = 10 si v = (5,8,2,9,2,7,9,4,2,8), subprogramul MinMax va
furniza prin parametru v, tabloul: (2,2,2,5,8,7,4,8,9,9) .

3. Numim secventa liniara o secventa de numere intregi aq, as,as, ..., a, cu proprietatea ca
a;+1 —a; =1 pentru 1 < ¢ < n— 1. Figierul numere.in contine un sir de cel mult 1000000
numere naturale cu cel mult patru cifre.

a) Scrieti programul C/C++ care citegte sirul de numere din figier, determina si afiseaza
pe ecran, utilizand un algoritm eficient din punct de vedere al timpului de executare
si al spatiului de memorie utilizat, cea mai lunga secventa liniara din gir. Elementele
secventei liniare se afiseaza separate prin spatiu. Daca exista mai multe secvente
liniare de lungime maxima, se afigeaza una dintre ele. (8p.)
Exemplu: Daca fisierul contine, in ordine, numerele 4 6 8 9 11 14 579 10 12 15
19 4 2 secventa liniara, atunci se afiseaza pe ecran secventa liniara: 9 10 12 15 19

b) Descrieti in limbaj natural metoda utilizata si explicat in ce consta eficienta ei. (2p.)
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Teste pentru admiterea la facultate

Testul 1

Costel Balcau '

1. Spunem ca doua numere naturale nenule sunt 3DC-prietene daca ele au exact trei divizori
naturali comuni. Fie n un numar natural nenul. Elaborati un program C++ care sa
determine:

a) daca n are sau nu numere 3DC-prietene;
b) cele mai mici doud numere naturale nenule a si b ce sunt 3DC-prietene cu n, presu-
punand ca raspunsul la punctul a) este afirmativ.

Exemple. Pentru n = 10 raspunsul la punctul a) este NU. Pentru n = 36 raspunsul la
punctul a) este DA, iar raspunsul la punctul b) este a = 4, b = 8. Pentru n = 72 raspunsul
la punctul a) este DA, iar raspunsul la punctul b) este a =4, b =9.

2. Se considera o matrice (A[i][j]);—; cu elemente distincte doua cate doua. Un drum
Jj=1n
coborator in matricea A este un drum ce parcurge unul sau mai multe elemente ale

matricei doar coborand de fiecare data pe verticala sau pe diagonala de la un element la un
element de pe linia urméatoare. Elaborati un program C++ care, pentru i € {1,2,...,m}
sije{1,2,...,n} dati, sa determine:

a) numarul de elemente ale matricei A pentru care exista drumuri coboratoare de la
aceste elemente la elementul Ald][j];
b) numarul total de drumuri coboratoare in matricea A ce se incheie cu elementul Ali][j].

Testul 2

Doru-Anastasiu Popescu ?

1. Se dau n fractii a;/b;, 1 < i < n, prin perechi de forma (a;,b;) de numere naturale cu
maxim 9 cifre. Elaborati un program Pascal /C/C++ care sa determine:

a) fractia cea mai mica, in forma ireductibila;
b) suma fractiilor, in forma ireductibila.

Exemplu. Pentru n = 3 si perechile (4, 8), (2,3), (10, 30) raspunsul la punctul a) este 1/3,
iar raspunsul la punctul b) este 3/2.

2. Se dau n numere naturale zy, x9, ..., T,, unde 1 <n < 21 si 0 < x; < 11, pentru orice
1 <i < n. Elaborati un program Pascal/C/C++ care sa determine:

a) suma comb(zy,2) + comb(za,2) + ... 4+ comb(z,,2), unde comb(a,b) reprezinta
numarul de combinari cu b elemente luate dintr-o multime cu a elemente;

! Conf. univ. dr., Universitatea din Pitesti, chalcau@yahoo.com
2 Conf. univ. dr., Universitatea din Pitesti, dopopan@yahoo.com
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b) cel mai mic numar natural nenul care nu se poate obtine ca suma de elemente de pe
pozitii distincte din sirul de numere 1, o, ..., T,.

Exemplu. Pentru n = 3 si numerele 1, 5, 2, raspunsul la punctul a) este 11 (0 + 10+ 1),
iar raspunsul la punctul b) este 4 (1 =1, 2 =2, 3 =1+ 2, iar 4 nu se poate scrie ca suma
de numere din sirul 1, 5, 2).
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Teste grila pentru admiterea la facultate

1.

a)
4.

Testul 1

Doru Anastasiu Popescu !

Se considera urmatoarea secventa de cod:

int a,b,c,d;
a=20, b=6, c=5;
d=a/b/c+b*a/c;
cout <<d;

Care dintre urmatoarele variante este rezultatul afisat dupa executarea acestei secvente de
cod?

7.2 b) 44 c) 0 d) 24
Se considera secventa de instructiuni in pseudocod:

citeste x (numar natural)
S+0

cat timp x>5 executa

| S+S+x%10

| x«I[x/10]

scrie S

S-a notat cu a%b restul impartirii lui @ la b, iar cu [a/b] catul impartirii lui a la b.
Ce se va afisa, daca se citeste numarul 45317

13 b) 9 c) 8 d) 4

Se considera secventa de instructiuni in pseudocod:

s<0

pentru =8 N executa
|~ s<s+ix*10

scrie s

Pentru ce valoare a lui N se va afiga 2707
12 b) 9 c) 11 d) 10
Se considera secventa de instructiuni in pseudocod:

citeste n (numar natural)
r«1

cat timp n#0 executa

| cat timp n>9 executa
| | n+<[n/10]

| r<r*n

| citeste n

scrie r

Ce se va afisa, pentru sirul de numere 4021 560912 123234 901 123 0 ?

! Conf. univ. dr., Universitatea din Pitesti, doru.popescu@upit.ro
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a) 20 b) 0
5. Se considera programul:

Varianta Pascal

var i,j:integer;
ararray[1..6,1..6]of integer;
begin
for i:=1 to 6 do
for j:=1 to 6 do
ali,jl:=
for i:=2 to 6 do
for j:=2 to 6 do
ali,jl:=ixj mod 6;
for i:=1 to 3 do
begin
for j:=1 to 3 do
write(ali,jl);
writeln;
end;
end.

Dupa executare, se va afiga:

a) 123 b) 000
240 240
303 003

6. Se considera:
Varianta Pascal

function ex(k:longint):integer;
begin
if k=0 then
ex:=1
else
if k mod 10<>0 then
ex:=ex(k div 10)*(k mod 10)
else
ex:=ex(k div 10);
end ;

c) 180 d) 24

Varianta C/C++

#include <iostream.h>
using namespace std;
int main (){
int i,j,al7]1[7];
for(i=1;i<7;i++)
for(j=1;j<7;j++)
alil[j]=0;
for(i=2;i<7;i++)
for(j=2;j<7;j++)
alil[jl=ixj%6;
for(i=1;i<4;i++){
for(j=1;j<4;j++)
cout<<alill[j];
cout <<endl;

}

return O;

}
000 d) 000
040 240
003 303

Varianta C/C++

int ex(long k){

if (k==0)
return 1;
else

if (k%10!=0)

return ex(k/10)*(k%10);

else
return ex(k/10);
}

Care este valoarea expresiei: ex(192) + ex(2019)?

a) 7 b) 24 c) 36 d) 18

7. Se considera un arbore cu 11 noduri, radacina in nodul 2 si muchiile [2, 3], [3,1], [3, 4],
[4,7], [4,6], [1,5], [1,9], [1,10], [7,8], [2, 11]. Care din vectorii urmatori este vector tata?

a) T=(3,0,2,0,1,4,4,7,1, 1, 2) b) T=(3,0,2,3,1,4,4,7, 1, 1, 2)

) T=(3,0,2,3. 1.4 4 1,1, 1, 2) d) T=(3,3,0,3,1,4,4,7,1,1, 2)

8. Cate frunze (noduri terminale) are arborele de la problema 77
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a) 0 b) 7 c) b d) 6
9. Daca se elimina nodul 3 i muchiile ce au o extremitate in 3, cate componente conexe va
avea graful de la problema 7 7
a) 3 b) 1 c) 2 d) 4
10. Se considera graful orientat cu nodurile 1,2,3,4,5,6,7 si arcele (2,6), (1,5), (4,7), (6,2),
(5,3), (3,7), (5,4), (1,7), (6,1). Se cere sa se determine gradul exterior al nodului 6.
a) 1 b) 2 c) 0 d) 3
11. Cate circuite are graful de la problema 107
a) 2 b) 1 c) 3 d) 0
12. Pentru graful de la problema 10, cu cat este egala suma componentelor matricei de
adiacenta?
a) 7 b) 14 c) 9 d) 18
13. Se da un graf neorientat cu 100 de noduri i muchiile [50, 70], [80, 79]. Cate muchii trebuie
adaugate pentru a se obtine un arbore?
a) 96 b) 97 c) 95 d) 198
14. Utilizand metoda bactracking se genereaza in ordine lexicografica toate girurile de patru
litere distincte din multimea {U, P, I, T}. Primele trei solutii generate sunt, in aceasta
ordine: IPTU, IPUT, ITPU. Scrieti cea de a patra si cea de a cincea solutie, in ordinea
generarii acestora.
a) ITUP, IUPT b) ITUP, IUTP c) IUPT, IUTP d) IUTP, IUTT
15. Utilizand metoda backtracking se genereaza in ordine lexicografica toate girurile de patru

litere din multimea {U, P, I, T}. Cate siruri se vor genera?
255 b) 24 ¢) 16 d) 256

Testul 2

Cristina Tudose *

Se considera urmatoarea secventa de cod:

int n;
cin>>n;
cout<<n/10%100;

Care dintre urmatoarele variante este rezultatul afisat dupa executarea acestei secvente de
cod pentru n = 534787
34 b) 47 c) 53 d) 8

Se foloseste metoda backtracking pentru a genera toate numerele de trei cifre care au toate
cifrele impare si ordonate crescator. Primele numere generate sunt: 111,113,115,117,119,
133, 135. Cate numere care incep cu cifra 5 se genereaza?

2 Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, cristina.tudose21@gmail.com
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a) 6 b) 7 c) 8 d) 9

3. Se foloseste metoda backtracking pentru a genera toate numerele de trei cifre care au
toate cifrele impare si ordonate crescator. Primele numere generate sunt, in ordine:
111,113, 115,117,119, 133,135. Care va fi cel de-al zecelea numar generat?

a) 139 b) 151 c) 155 d) 157
4.in.urnnisecventeide cod:

int a=12, b=7, *p,*q;

p=&a, q=&b;

a++;

p=q;

(xp)++;

cout <<*p<<" "<<kg<<" "<<a<<" "<<b;

se tipareste:
a) 12 12 12 12 b) 8 7137 c) 88138 d) 78138
5. Se considera urmatoarea secventa de cod:

int n,m=0,c;
cin>>n;
while(n!=0)
{
c=n%10;
n/=10;
if (c%2==0) continue;
m=m*10+c;
}

cout <<m;

Care este valoarea salvata in variabila m pentru n = 176837
a) 86 b) 371 c) 38671 d) 78
6. Fie functia:

int f(int n)

{
if (n==0) return 1;
if (n%2==0) return f(n-1)+n/2;
return f(n-1)+1;

}

Ce va returna apelul f(5)?

a) 6 b) 7 c) b d) 8

7. Pentru functia de la punctul anterior, precizati numarul de auto-apeluri pentru apelul
f(5).

a) 6 b) 7 c) b d) 8

8. Fie secventa de cod:

int i,j,al4][4],s=0;
for (i=0; i<4; i++)
for (j=0; j<4; j++)
{
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alil[jl=(i==3j) 7 0 : i | j;
s+=alil[j];
}
cout <<s;
Se va afisa:
30 b) 36 c) 18 d) 0

Fie matricea:

int a[]l[3]={{11,22,33},{44,55,66},{77,88,99}};

Elementul aflat la intersectia dintre linia a doua si coloana a treia este:
*(*(at2)+3) b) **(at+1)+2 c) *(*(at+1)+2) d) *(at+1)+2

Se considera graful neorientat cu nodurile 1,2, 3,4, 5, 6, 7 si muchiile (1, 2), (3, 4), (3,5), (6, 7).
Care este numarul minim de muchii care trebuie adaugate astfel incat graful sa devina
conex”?

1 b) 2 c) 3 d) 4

. Pentru graful de la problema 10, cate muchii trebuie adaugate astfel incat graful sa devina
complet?
2 b) 17 c) 16 d) 18

. Daca G este un graf orientat cu 2019 noduri, toate avand gradele interne nenule, atunci:

toate gradele externe sunt nenule; b) G este tare-conex;
G are un numar par de componente tare- d) G contine cel putin un circuit.
conexe;

. Fie G un graf neorientat cu 21 de noduri si 208 muchii. Atunci:

G este si eulerian si hamiltonian; b) G este eulerian, dar nu este hamiltonian;
G este hamiltonian, dar nu este eulerian; d) G nu este nici eulerian, nici hamiltonian.

. Un arbore are n noduri, dintre care 10 au gradele egale cu 1 iar celelalte au gradele egale

cu 3. Atunci:

nu exista un astfel de arbore; b) n = 18;
n = 20; d) n=22.

Se considera o stiva i o coada initial vide. Se introduc pe rand in coada toate numerele
formate din doua cifre identice, in ordine crescatoare. Se extrag apoi din coada patru
elemente si se adauga in stiva, in ordinea in care au fost extrase. Se extrage un element
din stiva. Care va fi acesta?

55 b) 33 c) 44 d) 66
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PROBLEME DE MATEMATICA PENTRU
CONCURSURI

Rezolvarea problemelor pentru liceu din MATINF nr. 1

Clasa a IX-a

M 21. Demonstrati ca pentru orice n € N* st x > 0 are loc inegalitatea
n
2 k
3 (CREI

—~ 2+ kx

Cand l litatea? . Lo .

NG are toc egauiated Dorin Marghidanu, Corabia
Solutie.  Pentru orice a > 0, x > 0 si k € N*, utilizand Inegalitatea lur Bernoulli avem
(a + z)* > a*1(a + kz), cu egalitate dacd si numai dacd k = 1 sau # = 0. Prin urmare
n (a+x)" n

S e -2

>Nl = , pentru a # 1. Pentru a = 2 obtinem inegalitatea din enunt.
k=1 @ —+ kx k=1 a—1
Egalitatea are loc daca si numai daca n =1 sau z = 0.

M 22. Demonstrati identitatea

S ()

k=n

—1
:[nQ },‘v’neN*,

unde [x] si {x} reprezintd partea intreaga, respectiv partea fractionard a numdrului real .

Nicolae Staniloiu, Bocsa

2n—1
Solutie. Fie S = > {\/k(k—l— 1)} Pentru orice £k € N avem [ k(k + 1)} = k, deoarece
k=n

2n—1
E<\/k(k+1)<k+1. Rezultaca S= ) ( k(k+1)— k) Conform Inegalitatii mediilor
k=n
2 1 2 1 1
avem % < VE(k+1) < :; , deci 2k]:—1 < VEk(k+1) —k < 2 pentru orice
- 1
k = n,2n—1. Functia f(k) = il 2 ( T 1) este strict crescatoare pe N, deci

n—1
—1) si astfel
f(k) > f(n—1) si astfe 5 1

_ n(n —1) n
bt _— —.
obfinem — —— <S<2 Cum m—1 = 3

} + 1, deci [S] = {

1 -
<Vk(k+1)—k< 3 pentru orice k = n,2n — 1. Prin adunare

n(n—1)>n—12 {n;l} $ig§ [n—;—l} _ {n;l
n—l}
5|

+1,

n—1

_1}<5<{

o o |
rezulta ca

M 23. Rezolvati in (0,00)% sistemul
a1+a2+a3—a4—a5—a6:3
atai+ai+ai+ai+ai=9 .

10203040506 = 1

Leonard Giugiuc si Diana Trailescu, Drobeta Turnu Severin
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Solutie. Avem ay + a5 + ag = a1 +as + a3 — 3 si a? +at + a2 =9 — (a? + a3 + a?). Cum
(ay + a5 + ag)? < 3 (a3 + a + a2), obtinem (a1 + ag + a3 — 3)* < 27 — 3 (a? + a3 + a3), adica
3(a?+a3+a3) + (a1 + ag + a3 — 3)®> < 27. Dar (a1 + ag + a3)* < 3(a? + a3 + a2), deci
(a1 + as + az)?® + (a1 + as + az — 3)* < 27. Notand a; + ay + az = 3s obtinem ci s> — s — 1 <0,
5+1
\/_2+ = . Utilizand Inegalitatea mediilor, din a; + as + a3 = 3s rezulta ca
3 3 ian 3 V. 1
ajazaz < s° < @° dardin ay+as+ag = a; +as+az —3 < 3(p—1) = — rezulta ca agasag < —-

deci s <

Deci ajasasazasag < ©® - — = 1. Din demonstratia de mai sus deducem ci ajasasasasag = 1
340506 3 , 340506
'Y
1

daca si numai daca a1 =ay =a3 =@ siay = a5 = ag = —.
4

M 24. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile:
a) (4cos?x — 3)(4cos? 3x — 3) = 2sinx;

cos® & + cos® bx + cos® 9x + cos® 13z 3

b) ==,

cosz + cos bx + cos 9z + cos 13x

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie. a) x = 5+ km si x = ¢ + km, k € Z, nu sunt solutii ale ecuatiei date. Utilizand

cos 3x X . cosdr cos9zx X
, pentru cosx # 0, ecuatia devine . = 2sinzx, cu
CoS T cosxr  cos3xr

v # S+kmsiz # F+km, k € Z. Aceasta devine succesiv: cos 9x = sin 2x; cos 9z = cos (g — 21’);
4k + 1 4k — 1
22 14

x:Testesolui;ie@W W%%—anneZ@
4k+17£11—|—22n$i4k+17é1—31+22n (adev.) < k # 11n2+5,neZ<:>k7é 11(27”;1”5,
meZ<<k#1lm+8 meZ.
(4k — 1)m
14
b) Conditia de existenta: cosx + cos 5z 4 cos 9z + cos 13z # 0 < 2 cos Tz(cos 6 4 cos 2z) # 0
(2/~c1—1)7r’ v 4 (2k+ 1)m sz (Qkizl)ﬁ7 LT
3 3cosx + cos 3w 3 cos3x + cos 15x + cos 27x + cos 39w

3
C - ) t d i n s
um cos’ x 1 ecuatia devine 4+ 4(cos T + cos bz + cos 9z + cos 137) 4
de

adica cos 3z + cos 15z + cos 27x 4 cos 39x = 0. Notand 3z = y, conform rezolvarii conditiei

formula 4cos’x — 3 =

9x:j:(g—2:v)—|—2k7r,kGZ,decix:

4k + 1
(A + U #g—l—mr@i

Analog, z = este solutie daca si numai daca k # Tm + 2, m € Z.

& 4dcosTrcosdrcos2e #0 & v #

. o y 2k + )7 (2k + 1)m 2k + D)7
— S St =X 7 Z.
existenta obtinem ca x TR o sau x TR ke
2k +1 2k +1 2n+1 2k +1 2n+1

r = Meste solutie < (2k + m # (2n + )W, (2k + m # (2n + Lr si
ok o 1 3 ’ 12 4 12 8 ’
( 1+2 T Bt T g e k1 £ 320+ 1), 22 +1) £ 320+ 1) (adev) si
T2k +1)#6(2n+1) (adev.) & k#3n+1,n € Z.

2k +1 2k +1
Analog, = = u siz = u sunt solutii daca si numai daca k # 3n+1, n € Z.

24 ’ 42
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M 25. Fie ABC un triunghi avand toate unghiurile mai mici decat %’r st fie T punctul Torricelli-
Fermat al acestuia. Bisectoarele unghiurilor <BTC, <CT A si <AT B intersecteazd laturile [BC|,
[C'A] si [AB] in punctele D, E si respectiv F'. Aratati cd AB+BC+CA >2(DE+EF+FD).

Leonard Giugiuc, Romania, Kadir Altintas, Turcia
si Miguel Ochoa Sanchez, Peru

Solutie. Punctul T are proprietatea ca m(<BTC) = m(<CTA) = m(<ATB) = 120°. Notam
TA=uz,TB =ysi TC = z. Conform Teoremei cosinusului avem AB = /22 + xy + y? si
AC = /22 + xz + 22, deci utilizand Inegalitatea mediilor si Inegalitatea Cauchy-Buniakowski-

Schwarz rezulta ca AB+AC > 2\/\/:172 +ay+y? V22 o+ a? > 27z +oyz +yz, (1)

2
TF fiind bisectoare in AATB, avem TF = Y cos60° = Y Analog, TE = e

T4y T4y T+ 2z
2

2
Aplicand Teorema cosinusului In AETF avem EF = \/ < i ) + o + ( o ) ;
r+y rT+y T+ =2 T+ z

deci utilizand Inegalitatea mediilor (dintre media armonica si cea geometricd) rezulta ca
VY rz+x\/yz +yx
EFS\/ﬁ—i-—y'ﬂ-i-ﬁ: v YETUT (9). Din (1) si (2) deducem ci

2 4 2
AB + AC > 4EF. Analog, AB + BC > 4DF si AC + BC > 4DFE, iar prin adunare
obtinem inegalitatea din enunt.

Clasa a X-a

M 26. a) Determinati functia strict crescatoare f : R — R care satisface conditia

2f(z) + f(f(z)) =3z, Vo e R.

b) Rezolvatli in multimea numerelor reale ecuatia
3 (280 — 1) =2z 4 (x + 1)

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie. a) Fie x € R arbitrar fixat. Daca f(z) < x, atunci f(f(x)) < f(z) < z, deci
2f(z) + f(f(x)) < 3z, fals. Analog, daca f(z) > z, atunci 2f(z) + f(f(z)) > 3z, fals. Deci

f(z) = x, pentru orice x € R, functie ce verifica relatia data.

b) Notand 2'°856 — 1 = ¢ avem = = f(t), unde f(t) = (1 4 ¢)"°85 = 51861+ 5 > (0 ¢ > —1.
Ecuatia din enunt devine 2f(t) + f(f(t)) = 3t, deci t > 0 si conform punctului a) rezulta ca
f(t) =t, adica 5980+ = ¢ Notand u = logg(1 +t) = logs t, rezulta ca t = 6% — 1 = 5%, deci

1 5

(g)u + (g)u = 1, cu solutia unica u = 1 (functia din membrul stang fiind strict descrescatoare).

Rezulta ca t = 5, de unde o = 5, care verifica ecuatia din enunt.

M 27. Rezolvati in R x R sistemul

{ T— YYy+2"=y—Jr+2Y
227 — (9 —y) 2" 48462 —2y* =0

Sorin Ulmeanu, Pitesti
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Solutie. Prima ecuatie poate fi rescrisa sub forma f(z) = f(y), unde f(u) = u+ Ju+2", pentru
orice u € R. Functia f este strict crescatoare (ca suma de trei functii strict crescatoare), deci
z =y. Inlocuind y = si notand 2% = ¢, cea de-a doua ecuatie devine t>—(9—xz)t—22%+62+8 = 0,
cu solutiile £, = 8 — 2z si ty = x + 1. Pentru ¢ = 8 — 2z obtinem ecuatia 2¥ = 8 — 2z, cu solutia
unica z; = 2 (functia din membrul stang fiind strict crescatoare, iar cea din membrul drept
strict descrescatoare). Pentru t = x + 1 obtinem ecuatia 2 = x + 1, care are doar solutiile
o = 0 si 3 = 1 (functia din membrul stang fiind strict convexa, iar cea din membrul drept
concavi, chiar liniars). In concluzie, sistemul dat are solutiile (0,0), (1,1) si (2,2).

M 28. Fier, = \/n\/(n - 1)\/(n —2)...V3V2V1, unde n € N*. Ardtati cd:

(n—1)2" + 1)1‘51
on — 1 '

a) rp < (
b)%e[l,\/ﬁ].

Dorin Marghidanu, Corabia

Solutie. a) Rescriind r,, si utilizand Inegalitatea mediilor avem

n_1

- {[nin =17 (n=2)""". . .37 .27 120}2"%1 } "
<{2”_1-n+2"‘2-(n—1)+2"_3~(n—2)+...+22-3+21'2+20~1r?’71
- =l 4 9n=2 4 9n=3 4 422420420
_((n—1)2”+1)1‘51
B 2n —1 '

—1)2"+1
b) Utilizand a) avem rng%:n—l—i—znn T Cum 2" > n+ 1, rezulta ca r, < n.

Evident, avem si 1, = y/n - \/\/(n — 1)\/(n —2).../3vV2V1 > /n.

M 29. Fie ABC un triunghi cu AB # AC si fie D mijlocul laturii BC. In exteriorul triun-
ghiulut ABC' se construiesc triunghiurile BAM si CAN astfel incat AM = AB, AN = AC si
m(<BAM) = m(<CAN) = a. Demonstrati ca AD L MN daca si numai daca o = 90°.

Nicolae Staniloiu, Bocsa

Solutie.  Considerand planul complex cu originea in A si ca punctele A, B, C sunt nume-

R . . .o zZB + z¢ ) _

rotate in ordine trigonometrica, avem zp = —5 ZN = 2¢c - w sl zy = zZp - w, unde
.. . . ZM — ZN

w = cosa + isina. Astfel obtinem echivalentele: AD L MN & Re| —— | =0

ZD
ZB W —Zo W ZB W —Zo W ZB W —Zo W Zg W — 2o W

< Re ( ) =0<% ( ) = — & — =

zZB + 2¢ 2B + 2¢ zZp + 2¢ ZB + z¢
ZB-W —Zo W

e L (lzs* = lzc*) +@ (28]* = |2¢[*) = 0 & w+T = 0 (deoarece AB # AC)
< cosa=0< a=90°
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M 30. Fie ABC un triunghi nedreptunghic, O centrul cercului circumscris acestuia, tar D, E
si F' mijloacele laturilor [BC|, [AC] si respectiv [AB]. Fie DONAC ={X}, EONAB ={Y}
si FON BC ={Z}. Aratati ca

AX BY CZ |[(a®=b*)(b* =) (P —a?)
XC YA ZB a2b2c?

(notatiile fiind cele obisnuite).
Van Khea, Cambodgia si Leonard Giugiuc, Romania

Solutia 1. Consideram planul complex cu originea in O si ca cercul circumscris are raza 1,

AX za + Bzo
deci avem |z4| = |zg| = |2¢| = 1. Notam — = 3, deci zx = ——. D, 0, X coliniare
24l = Izl = lec 5 = B ded oy = T
I L8
Zx — 20 cER = za+ Bzc cR = <2A+BZC) _ za+ Pze A zc _ za+ Pze
Zp — zo 2B + 2c 2B + 2c zp + 2c 1.1 stz
) ZB zZC
Z4 — ZBZ —_— 1 1
= =4 _"BC Darg?= |z — 2¢]® = (2B — 20)(2B — 2¢) = (2B — 2¢) (— — —) =
zA(zzB —xc) ) , , Zp  Zc
_—(ZB — zc) si, analog, b* —c* = — (24 — 2c) + (24 = 2p) = — (25 — 20) (%4 — ZBZC). Rezulta
ZBRC ZARC ZARB ZARBZC
5 5 b? — 2 d CAX b? — 2 Aqal BY A —a?| . CZ a®—b?*| . ,
ca f = eci = nalo = si = iar prin
2 U xo a2 & va 2 | Y ZB 2 P
inmultire obtinem egalitatea din enunt.
Solutia 2. Din triunghiul dreptunghic CDX avem XC = ﬁ, deci utilizand Teorema
cos
. . a’b . a’b b(b? — ?)
cosinusulut avem XC' = |a2+b—2—02|' Rezulta ca AX = 'b T Eir_o =2 T _al
AX b — 2
deci X0 | aQC | Concluzia este imediata.

Clasa a Xl-a

M 31. Fie A, B € M,,(C) astfel incit A =2AB — BA. Demonstrali ca
det(AB — BA) = 0.
(_fn legatura cu problema XI1.459, R.M.T. nr. 2/2017, punctul a).)
Danzel Jinga, Pitesti

Solutie (Leonard Giugiuc, Drobeta Turnu Severin). Avem A(l, —B) = AB—BAsi (I, — B)A =
2(AB — BA), deci notand I, — B = C obtinem CA = 2AC. Rezulta ca det(AC) = 2™ det(AC),
deci det(AC) = 0, adica det(AB — BA) = 0. Mentionam ca pentru n = 3 se obtine problema
XI1.459, R.M.T. nr. 2/2017, punctul a).
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M 32. Ardtati ca pentru orice matrice A, B € My(R) au loc urmatoarele inegalitati:
a) det(A%? + B? — BA) > det(AB — BA);
b) det (A — B)(A+ B) — 2(A% + B?)) > 4det(AB — BA).

Florin Stanescu, Gaesti

Solutie (Leonard Giugiuc, Drobeta Turnu Severin). a) Fie u = — deciu =u?*= —1—usi
u? = 1. Avem det ((A+uB)(A+ uB)) € [0,00), adica det (A? + B> — BA+u(AB — BA)) €

[0,00). Fie A2+ B* — BA = ( ch Z ) si AB — BA = ( i ?i ), ambele matrice fiind din
M, (R). Obtinem det << CCZ Z > +u< QZ; ZL{ )) = ad—bc+u*(xt —yz)+ulat+dr—bz—cy) =

ad —be — (xt —yz) +u(at + dx — bz — cy — at +yz) € [0,00), deci at +dr — bz —cy —axt+yz =0
si ad — be > xt —yz, adica det(A? + B> — BA) > det(AB — BA). b) Se aplica punctul a) pentru
matricele A=A+ Bsi B'=A - B.

M 33. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

1 + 3. 23$—2 . 151‘—1 — 83$_2 o 1531‘—3‘

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie. Notand a =1, b= —2%"2 gi ¢ = 15!, ecuatia devine a* + b* + ¢* — 3abec = 0, adica
(a+b+c)(a®+ b+ —ab—ac—be) =0, deci a+b+c = 0saua = b= c. Cum a # b, ecuatia din
enunt este echivalentd cu 1 — 237241571 = (), adicd cu 15*7! 8771 =81 -1 (1). Aphcand
Teorema lui Lagrange pentru functia f : (0,00) — R, f(t) = t*~! pe mtervalele [8,15] si [1, 8],
rezultd ca exista t; € (8,15) si ty € (1,8) a.d. f(15) — f(8) = 7f'(t1) si f(8) — f(1) = Tf'(t2),

deci ecuatia (1) devine (x — 1)t772 = (z — 1)t5 2, cu solutiile 71 = 1 si 1y = 2.

M 34. a) Fie [ :[a,b] — R o functie derivabila, a,b € R, a < b. Ardtali cd ezista c1,co € (a,b)
astfel incat f’(cl) - M si f/(CQ) _ f(b) f(CQ)'
b - Cl 02 —Q

b) Demonstrati ca pentru orice a,b € R cu a < b exista o infinitate de functii f derivabile pe
[a, b] pentru care valorile ¢y si co definite la punctul a) sunt unice si egale.

Dorin Marghidanu, Corabia

Solutie. a) Aplicand Teorema lui Rolle pentru functia g : [a,b] — R, g(z) = (b—2x) (f(z) — f(a))

rezulta ca exista ¢; € (a,b) astfel incat 0 = ¢'(c1) = — (f(c1) — f(a)) + (b —c1) f'(c1), adica
c1) — fla

f,(cl) _ f( 11))_ C{( )

h(z) = (z —a) (f(b) — f(z)) se obtine existenta lui ¢; cu proprietatea din enunt.

Analog, aplicand Teorema lui Rolle pentru functia h : [a,b] — R,

a+b

b) De exemplu, pentru functiile de forma f(x) = max cum # 0, se obtine ca ¢; = ¢ = 5

M 35. Fie a,b,c,d € [—1,00) astfel incit a+b+c+d=0. Ardtati ca
a® + b + & + d* + 5(abe + abd + acd + bed) > dabed.

Cand are loc egalitatea?

Leonard Giugiuc si Diana Trailescu, Drobeta Turnu Severin
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Solutie. Expresiile invocate in inegalitate fiind simetrice, putem presupune, fara a restrange
generalitatea, ca a > b>c¢ > d. Rezultacaa > 0> d > —1. Avem trei cazuri.

Cazul 1. a >0>b>c>d > —1. Notand b = —z, c = —y si d = —z avem z,y,z > 0,
T+ 1y + 2 = a, iar inegalitatea doritd devine a® + 22 + y? + 22 + 5[(z + y + 2)(ay + vz +
yz) — xyz| + 4axyz > 0, inegalitate adevarata deoarece, utilizand Inegalitatea mediilor, avem
(r+y+ 2)(zy + zz + yz) > Yzyz > xyz. Egalitatea are loc @ a =2z =y =2 =0 <
a=b=c=d=0.

Cazul 2. a > b >02>c¢ >d > —1. Notand ¢ = —z si d = —y avem z,y € [0,1],
r+y=a+b=2s cus € (0,1]. Notand ab = p si xy = ¢, inegalitatea dorita devine
482 —(p+q)+5s(q—p)—2pq > 0, adicd —p(1+55+2q)+4s*>+q(5s—1) > 0. Dar 1+5s+2¢ > 0 si
p < 5% deci —p(14+5s5+2q)+4s*+q(5s—1) > —s?(1+5s+2q)+4s*+q(5s—1). Astfel este suficient
sa aratam ca —s*(1 + 5s + 2q) + 4s* + ¢(5s — 1) > 0, adicd g(—2s* + 5s — 1) + 3s* — 55 > 0.

5 — V17
Subcazul 2.1. 0 < s < — Atunci —2s? + 5s — 1 < 0 si cum ¢ < s? rezulta ca
5 — V17 1
q(—2s?+5s5—1)+3s? —5s® > s*(—2s>+5s—1)+3s>—5s> > 0. Subcazul 2.2. ———— < s < 3
Atunci —2s? +5s — 1 > 0 si cum ¢ > 0 rezultd cd ¢(—2s? + 5s — 1) + 3s? — 553 > 352 — 553 > 0.
1
Subcazul 2.3. 5 <s < 1. Deoarece x € [2s — 1, 1], avem ¢ = x(2s — z) > 2s — 1, cu egalitate

sSr=1y=2s—1lsauz=2s—1,y=1. Cum —2s>+5s—1> 0si ¢ > 2s— 1, rezulta
ca q(—2s?+5s—1)+3s2 =552 > (25 — 1)(—2s> + 55— 1) +3s* = 5s® = (1 — 5)(3s — 1) > 0.
Inegalitatea din enunt devine egalitate & s = 1, z =y =1, p=s> =1 a =0 = 1,
c=d=—1.

Cazul 3. a > b >c>0>d > —1. Notand —d = a+b+c = 3s, ab+ ac+ bc =

—_

3(s* —u?) siabc = p, unde 0 < s < =, 0 < u < ssip > 0, inegalitatea doritd devine

w

18s% — 3(2 + 15s)(s* — u?) + (5 + 12s)p > 0. Subcazul 3.1. 0 < u < g Utilizam Inegalitatea

lui Vo Quoc Ba Can: (s+u)?(s —2u) < p < (s —u)?(s + 2u) (se aplicd sirul lui Rolle pentru
polinomul (z — a)(x — b)(z — ¢) ce are toate radacinile reale; Math. Reflections 2/2007, https:
//www . cut-the-knot.org/arithmetic/algebra/3variable.pdf). Cum 5+ 12s > 0, rezulta ca
1852 — 3(2 4 15s)(s? — u?) + (5 + 125)p > 18s% — 3(2 + 155)(s* — u?) + (5 + 12s) (s + u)*(s — 2u).
Astfel este suficient si ardtdm ca 18s% — 3(2+15s)(s* — u?) + (54 12s) (s +u)?(s — 2u) > 0, adica
—2(5+12s)u?+6(—6s2+5s+1)u?+4s?(3s>—10s+3) > 0. Notand expresia din membrul stang cu

2(—6s° +5s + 1
f(u), avem f'(u) = 6u[—(5+12s)u+2(—6s*+5s+1)] > 0, deoarece (=65"+5s+1) > 2 pentru

. 5+ 12s 2
orice s € <0, 5} . Rezulta ca f(u) > f(0) = 4s*(1—3s)(3—s) > 0. Egalititile auloc & u =0, s =
1
3 Sa=b=c= 3 d = —1, caz in care si inegalitatea din enunt devine egalitate. Subcazul 3.2.

g < u < s. Evident, avem 185 —3(2+15s)(s* —u?)+ (5+12s)p > 18s% —3(2+155)(s* —u?), deci

este suficient s& aratam ca 18s*—3(2+15s)(s*—u?) > 0. Functia g(u) = 185 —3(2+15s)(s*—u?),

9 1
%) = 1852—132(2—1—153) > () pentru orice s € <0, —]

s
3 < u < s este crescatoare, deci g(u) > g ( 3

Demonstratia inegalitatii din enunt este completa, iar egalitatea are loc < (a,b, ¢, d) este

111
(0,0,0,0), (1,1,—1,—-1), (

- =, =, —1) sau permutarile lor.
333


https://www.cut-the-knot.org/arithmetic/algebra/3variable.pdf
https://www.cut-the-knot.org/arithmetic/algebra/3variable.pdf
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Clasa a Xll-a

M 36. Pentru orice grup G' si orice numar natural nenul n notam

Sn(G) ={a e G|az"a==z, Vo e G}

a) Pentru n > 2, demonstrati ca daca S,(G) # O, atunci exista m € N* astfel incdt

™ =e, Vo € G (e reprezinta elementul neutru al lui G). Ramane adevarata afirmatia pentru
n=17

b) Demonstrati echivalenta: exista un grup G astfel incat S, (G) \ {e} # O daca si numai

daca n este impar.
Marin Chirciu, Pitesti

Solutie. a) Fie a € S,(G), deci ax"a =z, Vo € G, (1). Luand z = e in (1) obtinem cd a® = e.
Inmultind in relatia (1) si la stanga si la dreapta cu a rezulta ca 2™ = aza, VY € G, (2).
Avem doua cazuri.

1) n =2k, cu k € N*. Luand x = a in (2) obtinem c& a?* = a?, adici e = a. Deci 2% =
prin urmare 2?*~! =e, V2 € G.

L,

2) n = 2k + 1, cu k € N*. Inlocuind z cu za in (2) obtinem ci (za)**! = azaa, adici

2k+1

. VIRV k . 2
(zaxa)*z = axa. Folosind (2) rezultd cd (x - 22")" x = 2®** prin urmare 22 =e¢, Vz € G.

Concluzia nu ramane adevarata pentru n = 1. De exemplu, pentru grupul multiplicativ
(R*,-) avem Sy (R*) = {—1,1} # O, dar nu existda m € N* astfel incat 2™ =1, Vo € R*.

b) Daca G este un grup astfel incat S, (G)\ {e} # @, atunci conform demonstratiei punctului
a) rezulta ca n este impar. Reciproc, pentru n impar grupul multiplicativ G = {—1,1} are

So(G) = {—1,1}, deci S,(G)\ {1} £ O.

M 37. Fie s un numar real apartinand intervalului (12,18) si ABC un triunghi astfel incat
a+b+c=6,a>+bV+F=s5siR+r=+3 (a=BC,b=AC, c = AB, iar R sir sunt
raza cercului circumscris, respectiv raza cercului inscris triunghiului ABC'). Ezxprimati aria
triunghiului ABC' in functie de s.

Leonard Guiugiuc, Cristinel Mortici, Romania si Kadir Altintas, Turcia

Solutie.  Deoarece b+ c > a si a+ b+ c = 6 rezulta ca a < 3. Analog, b < 3 si ¢ < 3.

Notam 2 = 3 —a, y =3 —-bsiz =3 —c Avem z,y,2 > 0, v +y+ 2 = 3 sl vy +
18 —s

rz +yz = — Aplicand formula lui Heron obtinem ca aria AABC este S = /3¢,
—12
unde ¢ = zyz. Fie t = \/S e Avem t € (0,1) si ay + zz + yz = 3(1 — ¢*). Cum
abc  (3—2)B3—-y)3—2) 91—t} —q . 28 N
45 45 N R TS E TR S V3
9(1—t*)+3q

rezulta ca

SR V3, adica ¢ — 4,/ + 3(1 — 2) = 0, deci /g = 2 + /1 + 32. Dar,
q
folosind Inegalitatea mediilor, avem /q < 1, deci ¢ < 1. Astfel rezulta ca /g = 2 — /1 + 3t2.
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10
. Aratam

Prin urmare, ¢ = 5+3t>—4/1 + 3t2si S = \/5(2 — \/1+3t2> = \/5(2— 5_2

ca exista un triunghi ABC' ce satisface ipotezele problemei si are aria egala cu valoarea obtinuta,
S=43 (2 —V1+ 3t2>. Consideram polinomul f(w) = (w — z)(w — y)(w — 2), w € R. Avem
flw) =w? —3w? +3(1 — *)w — (5 + 3t2 — 41 + 3t2>, deci f'(w) = 3(w? — 2w + 1 — t?) are
raddcinile 1 —¢ si 14+¢. Avem f(1—t) = 2¢3 — 6t — 4+ 4+/1 + 3t? > 0 (prin calcule, inegalitatea
este echivalentd cu t3(1 — t)2(t —4) < 0, adev.) si f(1+1) = =23 — 62 — 4 + 41+ 3t2 < 0
(prin calcule, inegalitatea este echivalenta cu t3(¢3 + 6t2 + 9t +4) > 0, adev.) Rezulta ca sirul
lui Rolle asociat ecuatiei f(w) = 0 este (—,+, —,+), deci radacinile z,y, z ale ecuatiei sunt
reale (si distincte). Mai mult, cum f(0) = —3t* — 5 + 44/1 + 3t2 < 0 (prin calcule, inegalitatea
este echivalentd cu 9 (% — 1)2 > 0, adev.), rezulta ca z,y,z > 0. Dar z +y + 2z = 3, deci
z,y,z € (0,3), de unde rezulta ca a,b,c > 0. De asemenea, avem x +y < 3 < 3 + z, de unde
rezulta ca a + b > c. Analog se obtine ca a + ¢ > b si b+ ¢ > a, ceea ce incheie demonstratia
existentei triunghiului ABC' cu proprietatile impuse.

b
1
M 38. Fie a,b € R, a <b. Calculati integrala I = / dx.
’ o o a by
Danzel Jinga, Pitesti
Solutie.  Notand ¢ = _ si aplicand schimbarea de variabila x = ¢ + - avem [ =
¢ 1 ¢ 1
dt =2 dt, functia integrata fiind para. Astfel I =
/c<t+c>4+<t—c>4 /o<t+c>4+<t—c>4 e b

c 1 c 1 c 1
/ 4 2.2 4dt:/ 2 dt:/ dt
ot 6622 + ¢ o (£243¢2)” — 8¢t 0 (£2+3c2—2v2¢2) (12 +3c2 +2V2¢2)

1 ¢ ( 1 1 ) 1 /C 1
- . dt = ——— -
4/2¢2 /o 12 43¢ — 2v/2¢2 124+ 3¢2 + 2¢/2¢2 4v/2¢2 J <t2 + (C(ﬁ _ 1)>2

C

1 1 1 t 1 t
£+ (c(V2 + 1))2> " e (c(ﬁ T T TRV, N W)

241 241)—(v2-1 2—-1
— (V2 + Darctg (V2 +1) — (V2 — Darctg (v2 ) Astfel inlocuind arctg (v/2 + 1) = 3§7r si

4+/2¢3
2+1
arctg (V2 — 1) = g, obtinem ca [ = H.

0

M 39. Determinati functiile continue f,g : [O, g] — R care verifica simultan relatiile

f3(x) = 3f(v)g*(x) = cosz, g°(x) — 3f*(x)g(xr) = —sinz, Vr € [O, g}

st pentru care aria suprafetei plane cuprinse intre graficele lor este:

a) mazimd, b) minima.
Dorin Marghidanu, Corabia

Solutie. Pentru orice = € [0, g}, inmultind a doua relatie din enunt cu —¢ si adunand-o la

prima, rezultd c& (f(z) +ig(z))® = cosx +isinz, deci (f(x), g(x)) € {(fr(2), gr(x)) | k =0,2},
x +32k7r §i gu(z) = sin T+ 2k7r‘

egalitatile din enunt. Cun fy ([O ”D = [‘/75,1], 9o ([0 ”]) = [0,%}, fi ([O, %D = [_\/5 _l}y

12 12 2072

unde fi(x) = cos Fiecare dintre cele trei perechi verifica
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g1 ([0, g]) [l Lﬂ, fo ([O, g}) = [—%,O], o ([O, g}) = [—1, —\/73], iar functiile f si g sunt
continue, deci f ([0,%]) si g ([0,5]) sunt intervale, rezulta ca (f, g) € {(f, ) | k =0,2}.

w/2 ™
Pentru (f,9) = (fo, go) aria ceruta este /0 (fo(x) — go(x)) dz = 3 (go(z) + fo(x)) 0/2

3(v3 — 1)

2
/2 /2
(VB 1), far pentrn (£.9) = (fouge) v este [ (o) = u(o) do =3 (oae) + ulo) [

3(v3—1
L. Deci aria este maxima pentru (f, g) = (f1, g1) si minima pentru (f, g) = (fo, go) sau

2
(f,9) = (2, 92).

M 40. Fie f :[0,1] — R o functie derivabila astfel incat f(0) =0, f/(0)=1,0< f'(x) <1
pentru orice x € (0,1] si exista f"(0) € R*. Fie sirul (xz,)n>0 astfel incit xo € (0,1] si

/2

w/2
. pentru (£, 9) = (f1.g1) aria este / (01(x) — Fi(@) dz = 3 (~ fo(z) — 01 (2))

Tn T , L .
Tyl = ¢, pentru orice n > 0. Demonstrati ca 0 < x,11 < x, < 1 pentru orice n € N
st aratati ca
3 Tn 4 2
lim | n fx)dz | = < ) .
n—00 ( . f(0)

Florin Stanescu, Gaesti
Solutie.  Considerand functia ¢ : [0,1] — R, p(z) = f(z) — x, avem ca ¢ este derivabila,
deci continua, si ¢'(x) = f'(z) —1 < 0 pentru orice x € (0,1]. Astfel ¢ este strict des-
crescatoare, deci pentru orice x € (0,1] avem ¢(z) < ¢(0) = 0, adica f(x) < x. Folosind
aceasta inegalitate, prin inductie dupa n se arata usor ca 0 < x,4; < x, < 1 pentru orice

n € N, deci sirul (z,,),>0 este convergent. Fie L = lim z,,. Trecand la limita in relatia de
- n—o0

recurenta obtinem ca L = f(L), cu L € [0,1]. Dar f(z) < = pentru z € (0,1}, deci L = 0.

Conform Teoremei de medie, pentru orice n € N exista ¢, € (T,41,%,) a.l. flz)dz =
Tn+1
on n n ]' mn n
(10— was)flen). decin [ f(o)de = ntf(e,) (m, - D TED) LT o
Tn+1 2 2 Cn L,
%_—Z(mn), (1). Utilizand Criteriul clestelui rezulta ca lim ¢, = 0. Folosind Regula lui
xTL n—oo
L,
flea) _ o flw) 14 10
L’Hospital obtinem ca lim ———= = lim “——= = lim f’(z) =1, lim = lim =1
’ n—oco  Cp x—0 2 x—0 n—oo I, n—o00 2
n — n . _ 1- / 1 / Y "
si lim x—];(a:) = hmx—é(w) = hrnM = —— . lim f'(z) = £0) = —f (0> Deoa-
" n—oo x? z—0 T z—0 2x 2 z—0 T 2
rece e < n < ﬁ, aplicand C'riteriul clestelui rezulta ca lim o, De asemenea, aplicand
Tp Tn  Tp n—00 Iy,
1
Lema Stolz-Cesaro avem lim nx, = lim L lim ——— = lim =
Ty, Tp+1 Ty, Tp + f(zn) T,
1+
n n n . 2 4 T . A~ .
lim ~ (0 + f(2n) = lim In _ _ ,, = ————. Inlocuind in (1) obtinem
x2 2

n

nh_)r{)lo <n3 " f(x) dx) = % -1-1- <_f”4§0))3 . <_f//2(0)> = (f”étO))Q‘
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Probleme propuse pentru liceu

Clasa a IX-a

M 81. Fie sirul (z,),5o C [0, 00) astfel incat zp =z, = 0 si

1
2 _ 2 2 *
xn+2—31n+1—xn+—n2, Vn € N*.

1 1 1
Demonstrat,icéxnz1—}—54—5—1—...—1——2,VnEN,nE&
n_

Cristinel Mortici, Viforata

M 82. Fie D, E si F punctele de intersectie ale cercului exinscris triunghiului ABC' cores-
punzator laturii BC' cu (BC'), (AB, respectiv (AC, iar P si () punctele de intersectie ale acestui

PQ - EF
cerc cu (BF), respectiv (CE). Aratati ca #@F = 3.
Miguel Ochoa Sanchez, Peru

M 83. Fien e N, n > 25si ay,as,...,a, > 0. Demonstrati ca

n

2.

=1

Daniel Jinga, Pitesti
M 84. Demonstrati ca pentru orice n € N, n > 2 are loc egalitatea

. m . 3m . bmw @l - V2
sin —sin —sin — - ... - sin = :
2n 2n 2n 2n 2272

Tonel Tudor, Calugareni

M 85. Demonstrati ca in orice triunghi neobtuzunghic ABC' are loc inegalitatea

(3v/3 — 4)(ctg A + ctg B + ctg C) + (2 — v/3) (V/ctg A+ \/etg B+ \/(3th’>2 > 2V/3.

In ce triunghiuri inegalitatea devine egalitate?

Leonard Giugiuc, Drobeta Turnu Severin
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Clasa a X-a

M 86. Aratati ca pentru orice a, b, c > 0 are loc inegalitatea

a /b \/? <a3 b3 03>
3/ _ 3/ _ _ _ _ < .
9(\/;+\/;+ a) ) <2

Sorin Ulmeanu, Pitesti

M 87. Fie a,b € (1,00) astfel incat ab = 4. Aratati ca

1 1

< L.
2log,(a+1)—1 N 2log,(b+1) —1

Dinu Teodorescu, Targoviste
M 88. Fie n € N, n > 2. Rezolvati in C ecuatia 2" + |z| = 2.
Daniel Jinga, Pitesti

M 89. Un numdr natural nenul n se numeste interesant dacd 1* +2* + ... + n? se divide cu
12+ 2%+ ... 4+ n? Demonstrati ca dintre orice cinci numere naturale nenule consecutive se pot
alege doua interesante.

Cristinel Mortici, Viforata

M 90. Aratati ca in orice triunghi ABC' are loc inegalitatea

2ab n 2bc n 2ca >3
c(a+b) a(b+c) blc+a) —

Leonard Giugiuc, Drobeta Turnu Severin

Clasa a Xl-a

1 23456 8
A ¥ f0 2019 _ 2
M 91. Cate solutii are ecuatia x ( 93 456 7 1 ) , T € Sy’

o0

Stelian Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti
M 92. Fie A, B € M3(C) cu proprietatea cd A% + B?> = 2AB. Aritati ci
det(A + B)? = 8det(A* + B?).

Danzel Jinga, Pitesti
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M 93. Fie (7,),>, un sir de numere reale pozitive astfel incat sirul (nz, +nx731)n21 este
marginit superior. Aratati ¢ sirul (y,),~, definit prin y, = n3z2 + n?z} este convergent si
calculati limita sa.

Dinu Teodorescu, Targoviste

M 94. Calculati lim (1+7r)(2+7f)-...-(n+7r)'
7 n—oo (14—67")(2—}—6#).._..(”_{_677)

Florica Anastase, Lehliu Gara

M 95. Pentru ce valori reale pozitive ale lui £ si t inegalitatea

2 2 gt
[a®+b _a—l—b>k_ la — b
2 2 7 (a+0b)!

are loc pentru orice numere reale pozitive a si b?

Leonard Giugiuc, Romania si Tran Hong, elev, Vietnam

Clasa a Xll-a

M 96. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie

2 1 2 1 1
x*y:(2x+1)\/%+(2y+1)\/%—5, Vz,y € R.

a) Demonstrati ca (R, x) este un grup abelian izomorf cu grupul (R, +).

b) Aratati ca 0«0 x...x0 € Q.
; —_———
de 2019 ori 0

Stelian Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti
M 97. Fie a € R*, b € R si legea de compozitie o : R x R — R,
zoy=axry—ab(r +y)+ b(1 + ab), Vo,y € R.
Pentru orice n € N*, fie x,, solutia ecuatiei x o x o ... 0z = a” 4+ b, unde p este un numar natural

de 2n+1 ori x

fixat. Calculati lim z,,.
n—oo

Marin Chirciu, Pitesti
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M 98. Determinati cel mai mare numar real £ pentru care inegalitatea
(a®> +E) (b +E) (4 k) < (1+k)?
are loc pentru orice a,b, ¢ € [0,00) astfel incat a + b+ ¢ = 3.
Leonard Giugiuc, Drobeta Turnu Severin si Costel Balcau, Pitesti

M 99. Se considera functia f : [0,00) — [0, 1) astfel incat

In (1 + f(x)) =x+1In (1 — f(x)), Vz € [0, 00).

a) Demonstrati ca ecuatia functionald are solutie.

b) Aratati ca f admite primitive.

abfl pl—a 1 + \/E
c) Fie a,b € (0,1) cu a < b. Aratati ca / f(z)dx +/ In dx > 1.
7 0 0 11—z

Florica Anastase, Lehliu Gara

M 100. Fie f,g9 : [a,b] — R doué functii derivabile cu derivatele continue astfel incat
f3(x) + ¢g*(z) # 0, oricare ar fi x € [a,b]. Demonstrati ca

(@) + m>>2 70 1 0
/\/ 2@t el UM P T )

Cristinel Mortici, Viforata
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PROBLEME DE INFORMATICA PENTRU
CONCURSURI

Probleme propuse pentru liceu

Clasa a IX-a

I 31 (numar cu cifre impare). Se da N - numar natural cu maxim 16 cifre. Se cere sa se
determine cel mai mare numar natural, format cu cifre distincte impare din N. Daca nu exista
un astfel de numar se va afisa mesajul NU EXISTA.

Exemple

Pentru N = 2342358 se va afisa 53, iar pentru N = 426886 se va afisa NU EXISTA.

Kk

I 32 (numere de telefon). Se dau doua numere de telefon (10 cifre fiecare). Se cere sa se
determine cifrele distincte in ordine crescatoare, care se gasesc doar in unul din numerele de
telefon.

Exemplu
Pentru numerele de telefon 4844595577 si 0744595677 se va afisa:

06 8
KKK

I 33 (matricole). Se dau N numere naturale ce reprezinta numerele matricole a N elevi. Se
cere sa se determine numarul de numere matricole care se pot scrie ca sume de trei patrate
ale unor numere naturale consecutive. Spre exemplu numarul matricol 29 verifica aceasta
proprietate pentru ca 29 = 22 + 32 + 42.

Cerinta

Cunoscand N — numarul de numere matricole si cele N numere matricole se cere sa se
determine numarul de numere matricole care se pot scrie ca sume de trei patrate ale unor
numere naturale consecutive.

Date de intrare

In fisierul matricole.in se afla pe prima linie N - numar natural si pe a doua linie cele N
numere matricole, separate prin spatiu.

Date de iesire
Fisirerul matricole.out contine pe prima linie numarul reprezentand rezultatul cerintei.
Restrictii si precizari

e 1 < N <10000
e Numerele matricole sunt numere naturale cu maxim 17 cifre
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Exemplu
matricole.in matricole.out | Explicatie
2 1 20 = 224 37+ 42
29 10 10 nu poate fi scris ca suma de trei patrate
de numere naturale consecutive.

Timp maxim de executie: 0.1 sec./test. Memorie totala disponibila 2 MB.

Doru Anastasiu Popescu, Pitesti

I 34 (tricouri). Elevii unei scoli folosesc la ora de sport tricouri care au scris pe spate un
numar natural cu maxim doua cifre, asa cum au jucatorii de fotbal. Directorul scolii doreste sa
foloseasca la o parada elevii care au pe spate numere prime.

Cerinta

Cunoscand N - numarul de elevi din scoala si cele N numere de pe tricouri se cere sa se
determine numarul de elevi care participa la parada — notat cu A, precum si cel mai mare,
respectiv cel mai mic numar de pe tricourile elevilor ce vor participa la parada - notate cu B si

C.
Date de intrare

In fisierul tricouri.in se afla pe prima linie N - numar natural si pe a doua linie cele N
numere de pe tricouri, separate prin spatiu.

Date de iesire

Fisirerul tricouri.out contine pe prima linie trei numere reprezentand rezultatul cerintei:
A, B, C, separate prin cate un spatiu.

Restrictii si precizari

e 1 < N < 100000

e Numerele matricole sunt numere naturale cu maxim 17 cifre
e Daca scrieti un singur numar in fisierul de iesire nu veti primi puncte!

Exemplu

tricouri.in tricouri.out | Explicatie

7 4 31 2 Exista 4 numere prime pe tricouri: 29, 2,
29 10 2 10 31 29 10 31, 29. Deci A = 4.

Cel mai mare numar prim aflat pe un
tricou este B = 31, iar cel mai mic numar
prim aflat pe un tricou este C' = 2.

Timp maxim de executie: 0.1 sec./test. Memorie disponibila: 2 MB.
Ton Alexandru Popescu, Bucuresti

I 35 (templieri). In anul 1119 a fost creat Ordinul Tt emplulut, format din templieri. Templierii
erau pregatiti pentru a asigura securitatea deplasarii crestinilor in timpul cruciadelor. Fiecare
templier avea asociat un cod numeric ce incepe cu o cifra nenula. Comandantul templierilor
dintr-o regiune a Asiei doreste sa-si imparta templierii in grupe pe care sa le trimita sa asigure
paza unor castele. Comandantul se sfatuieste cu cavalerii sai si ia decizia de a grupa templierii
in functie de cifrele codurilor acestora. Mai precis, doi templieri fac parte din aceeasi grupa
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daca au codul format din aceleasi cifre, dar in alta ordine. Evident, nu exista doi templieri cu
acelasi cod.

Cerinta
Cunoscand N - numarul de templieri si cele N coduri numerice, se cere sa se determine:

a) cati alti templieri sunt in aceeasi grupa cu comandantul, care are ultimul cod?
b) numarul de grupe ce se vor forma.

Date de intrare

In fisierul templieri.in se afla pe prima linie N - numar natural si pe a doua linie cele N
coduri, separate prin spatiu.

Date de iesire

Fisirerul templieri.out contine pe prima linie doua numere reprezentand rezultatul
cerintelor de la a) respectiv b), separate printr-un spatiu.
Restrictii si precizari

e 2 < N < 15000
e Codul unui templier este un numar natural cu maxim 17 cifre
e Daca scrieti un singur numar in fisierul de iesire nu veti primi puncte!

Exemplu
templieri.in templieri.out | Explicatie
6 23 Grupa 1: 231 132
231 4344 132 101 4434 4443 Grupa 2: 4344 4434 4443

Grupa 3: 101

Comandantul se afla in grupa 2 si deci
sunt inca 2 templieri cu el in grupa.
Templierii se impart in 3 grupe.

Timp maxim de executie: 0.1 sec./test. Memorie totala disponibila 2 MB.
Doru Anastasiu Popescu, Pitesti (Micul Gates, 2019)

Clasa a X-a

I 36 (cuvinte). Pentru ora de limba engleza, Tica trebuie sa scrie o compunere cu cat mai
multe cuvinte care incep si se termina cu aceeasi litera. Compunerea trebuie alcatuita din
cuvinte separate prin cate un spatiu sau punct. Dupa ce scrie compunerea, Tica merge la Rica
sa vada daca aceasta indeplineste conditia impusa de doamna profesoara.

Cerinta

Cunoscand compunerea, scrisa pe o linie, se cere sa se determine numarul de cuvinte care
incep si se termina cu aceeasi litera.

Date de intrare

In fisierul cuvinte.in se afla pe prima linie textul compunerii.
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Date de iesire
Fisirerul cuvinte.out contine pe prima linie numarul reprezentand rezultatul cerintei.
Restrictii si precizari

e Textul compunerii are maxim 100000 caractere, numai litere mici, punct si spatiu

Exemplu
cuvinte.in cuvinte.out | Explicatie
ana and alina go.oto school. 3 Compunerea are 3 cuvinte care

incep si se termina cu aceeasi
litera: ana, alina, oto.

Timp maxim de executie: 0.1 sec./test. Memorie totala disponibila 2 MB.
Doru Anastasiu Popescu, Pitesti

I 37 (suma). Pentru ora de limba engleza, Tica trebuie sa scrie o compunere cu cat mai multe
cuvinte care sunt numere naturale, legata de populatia din orasele judetului. Compunerea
trebuie alcatuita din cuvinte separate prin unul sau mai multe spatii. Dupa ce scrie compunerea,
Tica merge la Rica sa determine suma numerelor din compunere.

Cerinta

Sa se determine suma numerelor din compunere.

Date de intrare

In fisierul suma.in se afla pe prima linie textul compunerii.

Date de iesire

Fisirerul suma.out contine pe prima linie numarul reprezentand rezultatul cerintei.
Restrictii

e Textul compunerii are maxim 100000 caractere, numai litere mici, litere mari si spatiu
e Numerele din text sunt considerate cuvinte si nu au mai mult de 15 cifre
e Nu exista mai mult de 100 de numere in text

Exemplu
suma.in suma.out| Explicatie
Pitesti are 150000 de locuitori 174021 | 150000 + 24021 = 174021

Mioveni are 24021 locuitori

Timp maxim de executie: 0.1 sec./test. Memorie totala disponibila 2 MB.

Doru Anastasiu Popescu, Pitesti

I 38 (zprod). Se dau N numere complexe prin perechi de numere intregi reprezentand partile
reale, respectiv imaginare. Determinati patratul modulului produsului acestor numere complexe.

Cerinta

Cunoscand N si perechile de numere ce reprezinta numerele complexe in formatul parte_reala
parte_imaginara, se cere sa se determine patratul modulului produsului acestor numere complexe.
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Date de intrare

In fisierul zprod. in se afla pe prima linie /N, iar pe urmatoarele N linii partea reala si partea
imaginara, separate printr-un spatiu, ale fiecarui numar complex.

Date de iesire
Fisirerul zprod.out contine pe prima linie numarul reprezentand rezultatul cerintei.
Restrictii si precizari

e 1 < N < 100000

Exemplu
zprod.in | zprod.out| Explicatie
2 50 (1424)(3+4) = 1 + 7i are patratul modului 50.
12
31

Timp maxim de executie: 0.1 sec./test. Memorie totala disponibila 2 MB.
Kk K

I 39 (egale). Se dau N numere complexe prin perechi de numere intregi cu maxim doua
cifre reprezentand partile reale, respectiv imaginare. Determinati numarul maxim de numere
complexe care au acelasi modul.

Cerinta

Cunoscand N si perechile de numere ce reprezinta numerele complexe in formatul parte_reala
parte_imaginara, se cere sa se determine numarul maxim de numere complexe care au acelasi
modul.

Date de intrare

In fisierul egale. in se afla pe prima linie NV, iar pe urmatoarele N linii partea reala si partea
imaginara, separate printr-un spatiu, ale fiecarui numar complex.

Date de iesire
Fisirerul egale.out contine pe prima linie numarul reprezentand rezultatul cerintei.
Restrictii si precizari

e 1 < N < 100000

Exemplu
egale.in egale.out Explicatie
3 2 1 + 2i are modulul v/5
12 1 + 4 are modulul v/2
11 2 + i are modulul v/5
21 Sunt dous numere complexe cu acelasi modul, v/5.

Timp maxim de executie: 0.1 sec./test. Memorie totala disponibila 2 MB.
ok



120 PROBLEME DE INFORMATICA PENTRU CONCURSURI

I 40 (cifru). In anul 1119 a fost creat Ordinul Templului, format din templieri. Templierii
erau pregatiti pentru a asigura securitatea deplasarii crestinilor in timpul cruciadelor. Dupa o
batalie grea acestia reusesc sa cucereasca un castel, care contine un cufar cu documente foarte
importante. Cufarul poate fi deschis doar daca se cunoaste un cifru, ce poate fi determinat doar
daca sunt prelucrate textele ce sunt scrise pe holurile castelului. Castelul are N holuri si pe
fiecare dintre acestea sunt scrise texte pe un rand formate din M caractere litere mari, mici si
cifre. Caracterele de pe peretii holurilor se impart astfel in trei categorii: litere mici, litere mari,
cifre. Pentru a gasi cifrul, la fiecare hol se determina lungimea cea mai mare a unei secvente de
caractere din aceeasi categorie cu cea a ultimului caracter. Suma acestor lungimi pentru toate
cele N holuri reprezinta cifrul ce deschide cufarul.

Cerinta

Cunoscand N - numarul de holuri, M - numarul de caractere de pe fiecare hol si caracterele
de pe fiecare hol, trebuie sa determinati cifrul pentru deschiderea cufarului.

Date de intrare

In fisierul cifru.in se afla pe prima linie N si M, numere naturale separate prin cate un
spatiu si pe urmatoarele N linii cate M caractere (fara spatii intre ele) reprezentand caracterele
de pe fiecare hol (o linie pentru cate un hol).

Date de iesire
Fisirerul cifru.out contine pe prima linie cifrul.
Restrictii si precizari

o 2 < N, M <5000

e Pentru 50% din teste 2 < N, M < 200

e (Caracterele de pe hol sunt litere mari, mici sau cifre

e Prin secventa intelegem caractere aflate pe pozitii consecutive

Exemplu

cifru.in cifru.out | Explicatie

6 7 19 Holul 1: 3 este din categoria cifre. Secventa cea mai lunga
Ab78Ha3 din categoria cifre este 78. Lungimea ei este 2.

ababA7d Holul 2: d este din categoria litere mici. Secventa cea mai
aYaBA7D lunga din categoria litere mici este aba. Lungimea ei este 3.
aaaBBBE Holul 3: D este din categoria litere mari. Secventa cea mai
5555555 lunga din categoria litere mari este BA. Lungimea ei este 2.
QWEF4Ea Holul 4: E este din categoria litere mari. Secventa cea mai

lunga din categoria litere mari este BBBE. Lungimea ei este 4.
Holul 5: 5 este din categoria cifre. Secventa cea mai

lunga din categoria cifre este 5555555. Lungimea ei este 7.
Holul 6: a este din categoria litere mici. Secventa cea mai
lunga din categoria litere mici este a. Lungimea ei este 1.
Cifrul este 24-3+24+4+7+1 = 19.

Timp maxim de executie: 0.1 sec./test. Memorie totala disponibila 2 MB.

Doru Anastasiu Popescu, Pitesti (Micul Gates, 2019)
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Clasele a Xl-a si a Xll-a

I 41 (iconex). Se da un graf neorientat prin n - numarul de noduri, m - numarul de muchii si
prin perechile de noduri reprezentand muchiile (1 < n < 200).

Cerinta

Pentru un graf dat, determinati numarul de componente conexe care contin un numar impar
de muchii.

Date de intrare

Pe prima linie a fisierului iconex.in se afla n si m, cu un spatiu intre ele. Pe urmatoarele
m linii se afla perechi de noduri reprezentand muchiile.

Date de iegire

Pe prima linie a figierului iconex.out se va scrie numarul din cerinta.

Exemplu
iconex.in iconex.out Explicatie
53 1 Graful contine doua componente conexe,
4 2 o componenta conexa cu 2 muchii
15 si 0 componenta conexa cu o muchie.
53

Timp maxim de executie: 1 sec./test. Memorie totala disponibila 2 MB.

Doru Constantin, Pitesti

I 42 (scombinare). Pentru o pereche de numere naturale (a,b), notam cu comb(a, b) numarul
de combinari de b elemente dintr-o multime cu a elemente. Pentru N perechi de numere naturale,
se cere sa se determine suma combinarilor date de aceste perechi.

Cerinta
Pentru N perechi de numere naturale, determinati suma combinarilor date de acestea.
Date de intrare

Pe prima linie a fisierului scombinare.in se afla N si pe urmatoarele N linii perechi de
numere naturale cu un spatiu intre ele.

Date de iesire
Pe prima linie a figierului scombinare.out se va scrie numarul din cerinta.
Restrictii si precizari

e 2 < N <5000
e Perechile contin numere care sunt cifre
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Exemplu
scombinare.in | scombinare.out | Explicatie
2 9 comb(3,1) + comb(4,2) =3 + 6 = 9.
31
4 2

Timp maxim de executie: 1 sec./test. Memorie totala disponibila 4 MB.

Alexandru Ion Popescu, Bucuresti

I 43 (tconex). Se da un graf orientat prin n - numarul de noduri, m - numarul de arce si
perechile de noduri reprezentand arcele (1 < n < 15).

Cerinta

Pentru un graf dat, determinati numarul de arce care nu se regasesc in nicio componenta
tare-conexa.

Date de intrare

Pe prima linie a fisierului tconex.in se afla n si m, cu un spatiu intre ele. Pe urmatoarele
m linii se afla perechi de noduri reprezentand arcele.

Date de iesgire

Pe prima linie a figierului tconex.out se va scrie numarul din cerinta.

Exemplu

tconex.in tconex.out Explicatie

45 1 Graful contine doua componente tare-conexe.
14 Arcul (4,3) nu are ambele noduri in aceeasi
4 3 componenta tare-conexa.

4 1

32

23

Timp maxim de executie: 1 sec./test. Memorie totala disponibila 4 MB.

Doru Constantin, Pitesti

I 44 (abs). Se da un graf neorientat ponderat conex prin 7 - numarul de noduri, m - numarul de

muchii i prin triplete formate din extremitatile muchiilor impreuna cu ponderile corespunzatoare.
Cerinta

Pentru un graf neorientat ponderat conex si un numar natural S, determinati un arbore
partial (muchiile sale) cu costul S.

Date de intrare

Pe prima linie a fisierului aps.in se afla n, m si S, separate prin cate un spatiu. Pe
urmatoarele m linii se afla triplete de numere reprezentand extremitatile si costul pentru fiecare
muchie.

Date de iegire

Pe n — 1 linii ale figierului aps.out se va scrie cate o muchie, pentru un arbore partial de
cost S.
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Restrictii si precizari

e 2<n<10
e 2<m<15
e Costurile muchiilor sunt numere cu maxim doua cifre
e Pentru toate testele exista solutie!
Exemplu
aps.in aps.out Explicatie
4 5 80 12 Graful contine un arbore partial format
1210 114 din muchiile [1,2], [1,4] si [4, 3],
4 2 30 4 3 avand costul egal cu 80.
2 3 80
14 20
4 3 50

Timp maxim de executie: 1 sec./test. Memorie totala disponibila 2 MB.
*Hk

I 45 (campanie). Se dau N puncte in plan prin coordonatele lor. Determinati aria poligonului
cu varfurile in unele din punctele date si care contine pe laturi sau in interior toate cele N
puncte.

Cerinta

Cunoscand N si perechile de numere ce reprezinta coordonatele a N puncte, determinati
aria poligonului cu varfurile in unele din punctele date si care contine pe laturi sau in interior
toate cele N puncte.

Date de intrare

In fisierul aria.in se afla pe prima linie N, iar pe urmatoarele N linii abscisa si ordonata,
separate prin cate un spatiu, pentru punctele date.

Date de iesire
Fisierul aria.out contine pe prima linie numarul reprezentand rezultatul cerintei.
Restrictii si precizari

e 3 <N <1000
e Coordonatele punctelor sunt numere intregi din intervalul [—10000, 10000]
e Pentru toate testele exista cel putin trei puncte necoliniare

Exemplu

aria.in aria.out Explicatie

50 Poligonul cautat are varfurile in punctele (0,0),
10 (5,0), (5,10) si (0,10). Aria sa este egala cu 50.
0

NN OO 01 o © N
ol

Timp maxim de executie: 0.1 sec./test. Memorie totala disponibila 2 MB.
ok



ISTORIOARE DIN LUMEA MATEMATICII SI A
INFORMATICII

Niels Henrik Abel, un Maestru al matematicii

Stelian Corneliu Andronescu

Niels Henrik Abel (1802-1829) a fost un matematician genial, cu o opera stralucita. A
parcurs rapid programa standard, studiind apoi lucrarile originale ale marilor matematicieni:
Euler, Newton, Laplace, Gauss, Lagrange. De altfel, intrebat cum de are atatea cunostinte
matematice, Abel a raspuns: ,,Cine doreste sa faca progrese in matematica, trebuie sa-i studieze
pe maestri si nu pe elevii acestora”.

In timpul ultimului an de scoala, Abel a facut prima incercare de rezolvare a ecuatiei cvintice
(de gradul al cincilea), cautand o formula explicita. Aceasta era o problema cu care se luptasera
timp de aproape 300 de ani cei mai valorosi matematicieni ai Europei. Obsedat de problema,
dupa o scurta perioada se apleaca din nou asupra acesteia, dar in loc sa atace problema in ideea
de a gasi o formula, este acum hotarat sa arate ca ecuatia nu poate fi rezolvata printr-o formula.
Dupa cateva luni de lucru intens, studentul de 21 de ani din Norvegia reuseste sa demonstreze
riguros ca este imposibil de gasit o solutie a ecuatiei cvintice care sa poata fi exprimata sub
forma unei formule simple, implicand cele patru operatii aritmetice elementare si radicali.

Din pacate, genialul matematician a avut o situatie financiara precara, toata viata fiind
urmarit de saracie. Chiar si lucrarea in care a demonstrat imposibilitatea rezolvarii algebrice a
ecuatiilor mentionate a fost redactata pe doar sase pagini, pentru a economisi banii necesari
pentru tiparire. Exact cand geniul matematic al lui Abel incepuse sa straluceasca, aceasta
situatie se deteriora. De altfel, din cauza dificultatilor financiare, starea sa de sanatate se va
inrautati, Abel decedand pe 6 aprilie 1829.

Chiar daca cea mai mare parte a operei sale a fost scrisa in doar sapte ani, impactul sau
asupra lumii matematice a fost urias. Renumitul matematician Charles Hermite spunea: ,,Abel
a lasat matematicienilor suficient pentru a-i tine ocupati timp de 500 de ani!”.

In anul 2002 guvernul norvegian a instituit un fond de 22 de milioane de dolari pentru
conferirea, Premiului Abel in matematica. In mod ironic, opera stralucita a celui mai sarac
matematician este celebrata printr-o recompensa financiara foarte mare.

In toamna anului 1826 la Paris a existat sansa unei intalniri, dar aceasta nu a mai avut loc
niciodata. Necunoscut lui Abel, Galois nu avea decat 15 ani, dar incepuse sa fie obsedat de
aceeasi problema: ,,Putea fi cvintica rezolvata printr-o formula?”. Nu putem sa nu ne punem
intrebarea: cum s-ar fi schimbat vietile acestor doua genii, in urma unei astfel de intalniri?
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